Grunder i matematik och logik (2021)

Uppgifter 5: Grafteori

Marco Kuhlmann och Victor Lagerkvist

Niva A

5.51 Ange antalet noder och bagar.

a) b)
Facit:
a) 7 noder, 10 bagar b) 9 noder, 10 bagar

5.52  Ange gradtalet for varje nod.

a) A D b) A D
B C B C
Facit:
a) A:2,B:2,C:3,D: 1 b) A:3,B:3,C:3,D: 3, E: 4

5.53 Hur fordndras summan av nodernas gradtal i en graf, om man lagger till en ny
bage?

Facit: Summan 6kar med 2.
5.54 Ett trid ar som bekant en sammanhangande graf utan cykler.
a) Vad hdnder om man ldgger till en bage till ett trad?
b) Vad hander om man tar bort en bage fran ett trad?

c¢) Skriv en formel for sambandet mellan antalet noder och antalet bagar i
ett trad.



5.55

5.56

Facit:
a) Grafen far en cykel.

b) Grafen blir osammanhéangande. (Nérmare bestamd sa blir det en skog
med tva stycken trad i.)

c) antalet bagar = antalet noder — 1

Innehéller grafen en Eulervéig?
Y /\ ° /\/\
@
b) /t. d) v

Facit:

a) ja (tva noder med udda gradtal) ¢) ja (noll noder med udda gradtal)

b) nej (fyra noder med udda grad-
tal) d) ja (tva noder med udda gradtal)

Avgor om grafen innehaller nagon Eulerviag och visa i sa fall hur den kan se ut.
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Facit:
a) exempel: D-A-B-D-E-B-C b) innehéller ingen Fulervig



5.57 Promenaden 6ver Konigsbergs sju broar dr omojlig att genomfora som en
Eulervag:

C
A B
D

a) Géar det att genomfora promenaden som en Eulervdg om man bygger en
ny bro i Konigsberg? Var i sa fall ska den nya bron byggas?

b) Gar det att genomféra promenaden som en Eulervidg om man river en
bro i Konigsberg? Vilken bro i sa fall ska man riva?

Facit:

a) Ja. Den nya bron kan byggas parallellt med vilken som helst av de gamla
broarna.

b) Ja. Det spelar ingen roll vilken bro man river.

5.58 Avgor om grafen innehaller en Hamiltoncykel eller en Eulercykel.

a)

b)

a) innehéller en Hamiltoncykel (markerad) men ingen Eulercykel (fyra noder
med udda gradtal)

Facit:

b) innehaller en Hamiltoncykel (markerad) men ingen Eulercykel (étta noder
med udda gradtal)



5.59 Grafen har nedan modellerar ett villaomrade dér noderna representerar husen
i omradet och bagarna representerar gatorna.

A

a) Ar det mojligt for en plogbil att ploga gatorna i omradet utan att behova
ploga samma gata mer dn en gang? Motivera ditt svar.

b) En ny vig byggs mellan husen B och C. Kan da plogbilen ploga gatorna i
omradet utan att behéva ploga samma gata mer an en gang? Motivera
ditt svar.

c) Ar det mojligt for en brevbirare att bira ut brev till samtliga hus i
villaomradet utan att passera samma hus mer &n en gang? Motivera ditt
svar.

Facit:

a) Ja, eftersom det bara finns tva noder med udda gradtal, sa finns det en
Eulervig. Exempel: A-B-E-F-G-H-I-D—-A—-C-G Daremot finns det ingen
Eulercykel; plogbilen kan alltsa inte kora in i och ut fran villaomradet
vid samma hus.

b) Nej, da kommer det finnas fyra noder med udda gradtal, vilket betyder
att grafen inte kan ha nagon Eulervig.

c) Ja, det finns en Hamiltonvég i grafen. Exempel: B-E-F-G-C-A-D—I-H.
Daremot finns det inte nagon Hamiltoncykel i grafen; brevbéararen kan
alltsa inte komma in i och ut fran villaomradet vid samma hus.



5.60 Denna graf representerar vagnatet mellan fyra stiader. Vid varje bage star den
tid i minuter som det tar att ta sig mellan tva stader.
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Du borjar i stad A och vill besoka alla stdder innan du atervander dit.
a) Bestdm tiden av den resvidg som nirmaste granne-metoden ger.
b) Undersok om detta ar den kortaste resvigen.

Facit:

a) A-D-C-B-A, totaltid 360 minuter
b) A-C-B-D-A har kortare totaltid, 320 minuter.

5.61 Anviand Kruskals algoritm for att finna ett minimalt uppspannande trad i
grafen.

Facit:



5.62

5.63

5.64

Niva B
Bevisa att summan av nodernas gradtal i en graf alltid ar ett jamnt tal.

Facit: Vi skissar pa tva olika bevis.

Bevis med induktion: Induktion pa antalet bagar i grafen. Basfall: Grafen
har 0 bagar; da d&r summan av nodernas gradtal 0, vilket ar ett jamnt tal.
Induktionssteg: Grafen har minst en bage. Valj ut nagon bage och plocka
tillfalligt bort den fran grafen. For den graf som blir kvar &r summan av
nodernas gradtal ett jaimnt tal (induktionsantagande). Nar vi lagger tillbaka
den bortplockade bagen dkar vi summan med 2 (uppgift 5.53) och vi far ddrmed
aterigen ett jamnt tal.

Direkt bevis: Varje bage i grafen bidrar tva enheter till summan av nodernas
gradtal: en enhet pa vardera sida av bagen. Om vi skriver v, ..., v,, for grafens
noder (n ar antalet noder) och ey, ... , e, for grafens bagar (m éar antalet bagar)
géller alltsa att

Zgradtalet for nod v, = Z 2 =2m
i=1 i=1

Detta visar att summan av nodernas gradtal ar ett jamnt tal.

Bevisa det sa kallade handskakningslemmat: Pa en fest, med godtyckligt antal
besokare, ar antalet personer som skakat hand med ett udda antal personer pa
festen ett jamnt tal.

Facit: Situationen kan modelleras som en graf dér noderna ar festens besokare
och det finns en bage mellan tva noder om motsvarande personer skakat hand.
Vi vet fran uppgift 5.62 att summan av nodernas gradtal i en graf alltid ar ett
jamnt tal. For att en summa ska svara ett jamnt tal maste antalet termer i
summan som ar udda vara jimnt; om det ir ett ojamnt antal sa kommer dven
summan vara ett udda tal. Antalet noder med udda gradtal maste alltsa vara
ett jamnt tal.

Vilket villkor géller for att en graf ska ha bdde en Eulercykel och en Hamilton-
cykel? Motivera ditt svar.

Facit: Varje nod maste ha grad 2. For att en graf ska ha en Eulercykel maste
varje nod ha ett jamnt gradtal. Antalet ganger man besoker en given nod ar da
lika med halva den nodens grad. For att en graf ska ha en Hamiltoncykel maste
varje nod besotkas exakt en gang. Detta innebéar att varje nod maste ha grad 2.



