Grunder i matematik och logik (2021)

Uppgifter 2: Induktion och rekursion

Marco Kuhlmann och Victor Lagerkvist

Talfoljder och summor
251 Ange de 5 forsta elementen i talfoljden som beskrivs av a,, = 4n + 3.

2.52  Ange det femte elementet i talféljden som beskrivs av

n2
a) an:7+2n b) b, =5-27"1
2.53  Skriv summorna utan att anvinda summatecknet .
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2.54  Skriv summorna med hjalp av summatecknet > och tillhérande formel.
a) 24+44+6+8+10+12+ 14416
b) 24+5+8+ 11+ 14

c) 2+4+8+16+ 32+ 64 + 128

2.55  Nedanstaende figurer ér byggda av téndstickor:

|/_\| |/ \|/ \| |/ \|/ \|/ \| |/ \|/ \|/ \|/ \|

a) Beskriv antalet stickor i varje figur med en rekursiv formel.
b) Beskriv antalet stickor i varje figur med en sluten formel.

¢) Hur manga stickor behovs for att bygga den 10:e figuren?

2.56 Beskriv foljande talfoljder med en sluten formel.
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a) 1,4,9,16,25 b) 1,511
Teckna summan med hjalp av summatecknet > och tillhérande slutna formler.

a) 1+24+4+8+16+32+64

b) 10 4 20 4 40 + 80 + 160 + 320

Aritmetiska talfoljder och summor

Avgor om foljande talfoljder ar aritmetiska, geometriska, bade och, eller ingen-
dera.

a) 0,2,4,6,8,10,12,14, 16, 18

b

)

) 1,1,2,3,5,8,13,21,34, 55
O 034 LE BV
)
) 4

d) 1,3,9,27,81,243,729,2187,6561, 19683

e 42,42,42,42,42,42,42,42,42

En aritmetisk talfoljd har a; = 7 och d = 1,3. Bestam a,.

a) Varfor ar det en aritmetisk summa?
b) Berdkna summan.
En aritmetisk talfoljd har a; = 102 och d = —3.
a) Bestdm ay.
b) Bestdam summan av de 21 forsta elementen.
En talfoljd beskrivs genom formeln a,, = 3n + 1, dar n > 1.
a) Bestdm de 4 forsta elementen i talfoljden.
b) Ar talféljden aritmetisk?
c¢) Beskriv talféljden med en rekursiv formel.
Hur manga element har den aritmetiska talféljden 5,12, ...,5377
Berékna den aritmetiska summan 7 + 10 + --- + 49.

I en aritmetisk talfoljd ar ag = 42 och ay = 60. Berdkna a;.
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Berakna summan av de 25 forsta termerna i den aritmetiska talfoljd som
beskrivs av formeln

a) a, =2+ 6n
b) by =4;b, =11+0, , forn>1
En aritmetisk talféljd innehaller elementen 9,7,5,3, ....
a) Beskriv talf6ljden med en sluten formel.
b) Bestdm en forenklad formel for summan av de n forsta termerna i talfolj-

den.

Geometriska talféljder och summor

Hér ar en geometrisk talfoljd: 4,12, 36, 108, ...
a) Bestdm a; och k.
b) Beskriv talféljden med en formel.

En geometrisk talfoljd beskrivs av formeln

a, =0,5-(=3)"1 form=1,..,7

a) Hur manga element innehéller talfoljden?
b) Bestam det forsta och det sista elementet.
Uttrycket 3+3-2+3-22 + -+ 3-2% &r en geometrisk summa.
a) Hur manga termer finns i summan?
b) Berikna summans vérde.

Talen x—6, x och z+18 ar tre pa varandra foljande element i en viss geometrisk
talfoljd. Bestam vilka tal det ar.
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Induktionsbevis

Visa att foljande géller for alla naturliga tal n > 1:

n
22i2n2+n
=1

Visa att foljande géller for alla naturliga tal n > 1:

n
D 2it=on—1
i=1

Visa att foljande géller for alla naturliga tal n > 1:

Zn:FiQ = FnFn+1
i=1

Lat a,, vara det n:te udda naturliga talet.

a) Hur kan talet a,, skrivas med hjélp av n?

b) Konstruera en formel for att berdkna den aritmetiska summan s,

Z::l ak‘

c¢) Visa med hjilp av induktion att din formel géller for alla varden pa n.

Visa att foljande géller for alla naturliga tal n > 1:

n

> 2k —1) =n?

k=1

Visa att foljande géller for alla naturliga tal n > 0:

M=

il
en]

(4k+3)=(n+1)(2n+3)

Visa att foljande géller for alla naturliga tal n > 0:

M=

il
o

Niva B

(5k+1) =

(n+1)(5n + 2)
2

Visa att foljande géller for alla naturliga tal n > 1:

(keR)
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Visa att foljande géller for alla naturliga tal n > 1:

z”:@k) 2n(n+1)(2n+1)

k=1 3

Visa att foljande géller for alla naturliga tal n > 1:

Zn:@k_ 1)? = n(2n+1)(2n —1)

k=1 3

Visa att foljande géller for alla naturliga tal n > 1:

zn:k(k+2) _ n(n+1)6(2n-|—7)

Visa att foljande géller for alla naturliga tal n > 1:

Zkg n+1)

Visa att foljande géller for alla naturliga tal n > 0:
3" >1+42n
Visa att foljande géller for alla naturliga tal n > 3:
3" >n3

Visa att foljande géller for alla naturliga tal n > 0:

il{: < n?
k=0

Visa att foljande géller for alla naturliga tal n > 0:

zn:k.Q S n3
k=0

Visa att foljande géller for alla naturliga tal n > 1:
“. 1 1
IR
k=1 n
Visa att foljande géller for nastan alla naturliga tal n:

n! > 2"

Vad betyder "néastan alla” i det har sammanhanget?



