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Grunder i matematik och logik (2021)

Uppgifter 2: Induktion och rekursion

Marco Kuhlmann och Victor Lagerkvist

Talfoljder och summor
Ange de 5 forsta elementen i talfoljden som beskrivs av a,, = 4n + 3.
Facit: 7,11,15,19, 23

Ange det femte elementet i talféljden som beskrivs av

2

a) an=%+2n b) b, =5 21
Facit:
a) as = 22,5 b) by = 80

Skriv summorna utan att anvinda summatecknet > .

5 4
a) » 5k b) > (28 +1)
k=1 k=0
Facit:
a) 5+ 10+ 15420+ 25 b) 24+3+5+9+17

Skriv summorna med hjalp av summatecknet  och tillhérande formel.
a) 2+4+6+8+10+12+ 14+ 16
b) 24+5+8+11+14

) 24448+ 16+ 32+ 64 + 128
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a) Yo 2k b) Y 3k—1 c) Y, 2k

Nedanstaende figurer ar byggda av tdndstickor:

|/_\| |/ \|/ \| |/ \|/ \|/ \| |/ \|/ \|/ \|/ \|

a) Beskriv antalet stickor i varje figur med en rekursiv formel.

b) Beskriv antalet stickor i varje figur med en sluten formel.

¢) Hur ménga stickor behovs for att bygga den 10:e figuren?
Facit:

a) a; =6;a, =a, ;+5forn>1

b) a, =5n+1

c) 51 st

Beskriv foljande talfoljder med en sluten formel.

a) 1,4,9,16,25 b) 1,3, 4,4, &
Facit:
a) a, =n?for1 <n <5 b) a, =5ty for 1 <n <5

Teckna summan med hjédlp av summatecknet > och tillhérande slutna formler.
a) 1+24+4+8+16+32+ 64

b) 10+ 20 + 40 + 80 + 160 + 320

Facit:

a) >0 2 b) Y0 5-2F



Aritmetiska talféljder och summor

2.58 Avgor om foljande talfoljder ar aritmetiska, geometriska, bade och, eller ingen-
dera.

a
b) 1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55

) 0,2,4,6,8,10,12,14,16, 18
)
c) 0,441,435 4 148 557
)
)

1376717372172 63

d) 1,3,9,27,81,243,729,2187,6561, 19683

0) 42,42, 42, 42,42 42 42 42, 42, 42
Facit:

a) aritmetisk talfoljd med a; =0 och d = 2

b) vare sig aritmetisk eller geometrisk (Fibonaccis talféljd)

c) aritmetisk talfoljd med a; =0 och d = %

d) geometrisk talfoljd med a; =1 och k=3

e) bade aritmetisk (a; = 42, d = 0) och geometrisk (a; = 42, k = 1)
2.59  En aritmetisk talfoljd har a; = 7 och d = 1,3. Bestam a,.
Facit: a; =a;+(7—1)-d=74+(7—1)-1,3 =148

42
260 Lats,=» 3k+2.
k=1

a) Varfor ar det en aritmetisk summa?
b) Berdkna summan.
Facit:
a) Differensen mellan varje term ar konstant (d = 3).

42 - (5 + 128)
2

2.61 En aritmetisk talfoljd har a; = 102 och d = —3.

b) sS4y = = 2793

a) Bestam ay;.

b) Bestam summan av de 21 forsta elementen.
Facit:
a) Gy, =ay + (21— 1) -d = 102 + 20 - (—3) = 42

21 - ((ll + a21> . 21 - (102 + 42)
2 - 2

b) s9; = = 1512
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En talfoljd beskrivs genom formeln a,, = 3n + 1, dar n > 1.
a) Bestdm de 4 forsta elementen i talféljden.
b) Ar talféljden aritmetisk?

c¢) Beskriv talfoljden med en rekursiv formel.

Facit:
a) 4,7,10,13
b) Ja; differensen mellan varje term ar konstant (d = 3).
¢c)ag=4%4a,=a, ;+3forn>1

Hur manga element har den aritmetiska talféljden 5,12, ...,5377

Facit: 77 st. Enligt formeln for det n:te elementet har vi a,, = a; + (n —1)d
och hér mera specifikt att 537 =54 (n—1) -7 = Tn — 2. Genom att losa for n
far vi n = 77.

Berakna den aritmetiska summan 7 + 10 4+ --- + 49.

Facit: 420. Den angivna summan har 15 element: Vi vet att a,, = a; +(n—1)d
och hér mera specifikt att 49 =7+ (n — 1) - 3 = 3n + 4; genom att lésa for n
far vi n = 15. Enligt formeln for aritmetiska summor géller

15 - (7 + 49
315:%):420

I en aritmetisk talfoljd ar ag = 42 och ag = 60. Berékna a,.

Facit: Eftersom differensen mellan varje term é&r konstant galler ag — ag = 3d
och ddrmed d = 6. Enligt formeln fér det n:te elementet har vi ag = a;+(6—1)d
och hér mera specifikt 42 = a; +(6—1)-6. Genom att 16sa for a, far vi a; = 12.

Berdkna summan av de 25 forsta termerna i den aritmetiska talféljd som
beskrivs av formeln

a) a, =2+ 6n

b) b1:4;bn:11+bn71 forn>1

Facit:
25 - 25 (8 + 152
a) S5 = (a12—|— a25> _ ( 2+ ) — 2000
25- (b b 25 (4 + 268



2.67 En aritmetisk talfoljd innehaller elementen 9,7,5, 3, ....
a) Beskriv talféljden med en sluten formel.

b) Bestdm en forenklad formel for summan av de n forsta termerna i talfolj-
den.

Facit:
a) a, =9+ (n—1)-(—2)=11—2n

n

b) s, — n-(a12—|—an) :n-(9+(211—2n)) _ 20n;2n2 10— 2

Geometriska talfoljder och summor
2.68 Har ar en geometrisk talfoljd: 4,12, 36, 108, ...
a) Bestdm a; och k.
b) Beskriv talféljden med en formel.
Facit:
a) a; =4; k=3
b) a, =431
2.69 En geometrisk talfoljd beskrivs av formeln
a, =0,5-(=3)""1 form=1,...,7
a) Hur manga element innehaller talfoljden?
b) Bestam det forsta och det sista elementet.
Facit:
a) 7 st
b) a; =0,5; a, =0,5-(=3)""! = 364,5
2.70  Uttrycket 3+3-2+3-22 4 .-+ 3-2% &r en geometrisk summa.
a) Hur manga termer finns i summan?
b) Berdkna summans vérde.
Facit:
a) 10 st

Cag(km—1)  3-(219—1)
b) s1p = E—1 51 = 3069




2.71  Talen z—6,  och x+18 ar tre pa varandra féljande element i en viss geometrisk
talfoljd. Bestam vilka tal det ar.

Facit: 1 en geometrisk talfoljd ar kvoten mellan tva pa varandra foljande
element konstant. Vi maste alltsa ha x/(x — 6) = (z + 18)/z. Genom att lésa
for x far vi x = 9, sa talen ar 3, 9 och 27.
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Induktionsbevis

Visa att foljande géller for alla naturliga tal n > 1:

n
Z2i:n2+n
=1

Facit: Induktion 6ver n. Vi visar forst att ekvationen géller dd n = 1 (basfall).
Vi tar alltsa ekvationen, substituerar virdet 1 for variabeln n och verifierar att
vi da far samma virde pa bada sidorna:

1
VL: ZQi:12-1=2 HL: 1241=1+1=2
=1

Nu antar vi att pastaendet galler for ett godtyckligt virde k > 1 och visar att
det da ocksa géller for vardet k+ 1 (induktionssteg). Vart induktionsantagande
far vi alltsa genom att ta ekvationen och substituera virdet k for n. Det
pastaende som vi maste bevisa far vi pa liknande sédtt genom att substituera
k + 1 for n. Explicit:

 Induktionsantagande (IA): Zf: (2= k*+k

s k+1 6. 2
o Attvisar 37 2i=(k+1)°+(k+1)
Hittills har vi bara substituerat variabler, inte rdknat nagonting. Nu verifierar

vi att bada sidor av den ekvation som vi maste bevisa ger samma vérde. I detta
bevis far vi anvénda vart induktionsantagande (IA).

k+1 k
VL: ) 2i= (Zm’) $2k+1) 2 (B2 4+ k) +2(k+1) =k + 3k + 2
=1

=1
HL: (k+12?+(k+1) =k +2k+13)+(k+1)=k*+3k+2

Eftersom VL = HL kan vi konstatera att pastaendet géller i induktionssteget
och dérmed for alla naturliga tal n > 1.

Visa att foljande géller for alla naturliga tal n > 1:

i 2l =2n 1
=1

Facit: Induktion 6ver n. Vi visar forst att pastaendet géller da n = 1 (basfall):
1
VL: > 2t =21"1=20=1 HL 2'-1=2-1=1
i=1

Nu antar vi att pastaendet géller for ett godtyckligt viarde k > 1 och visar att
det da ocksa géller for vardet k + 1 (induktionssteg). Genom att substituera
k + 1 for n och anvianda induktionsantagandet (IA) far vi

k+1 k
Z 9i—1 _ (Z 2i—1) 4okti-1 ok 1 ok _oktl _q

=1 =1

vilket ar vad vi ville bevisa.



2.74 Visa att foljande géller for alla naturliga tal n > 1:

2.75

2.76

2.77

ZFQ n n+1

Facit: Induktion 6ver n. Basfall n = 1:
1
Y FP=F}=1=1 FRF, =FF=11=1
i—1

Vi antar att ekvationen galler for £ > 1 och visar att den dven géller for k + 1.

k+1

1A
ZFf = (Z Ff) +Fy = FpFyn + FRy = Fpy - (B + Frp) = F - Fro
=1 =1

Hér anvande vi Fibonacci-talens definition (F,, = F,,_F, ) i sista steget.

Lét a,, vara det n:te udda naturliga talet.
a) Hur kan talet a,, skrivas med hjélp av n?

b) Konstruera en formel for att berdkna den aritmetiska summan s, =

2k @
c¢) Visa med hjalp av induktion att din formel géller for alla virden pa n.

Facit:
a) a,=14+(n—1)-2=2n-—1

b s, n(a, +a,) n(l+2n—1) 2n? 2
2 2 2
c¢) Induktion éver n (skiss). Basfall n = 1. D& giller s; = 1 och 12 = 1. For
induktionssteget antar vi att pastaendet galler for ett godtyckligt index

k > 1 och visar att det aven géaller for k + 1:

Spa1 = sk+ak+1_k2+2(k:+1)—1—k2+2k:+1—(k:+ 1)

Visa att foljande géller for alla naturliga tal n > 1:

n

> @k—1)=
k=1
Visa att foljande galler for alla naturliga tal n > 0:

Zélk—l—?) (n+1)(2n + 3)
k=0



2.78 Visa att foljande géaller for alla naturliga tal n > 0:

kzn%(’f)k-!—l) _ (n+1)é5n+2)

Niva B
2.79 Visa att foljande géller for alla naturliga tal n > 1:

n

n—1 . k

2.80 Visa att foljande géller for alla naturliga tal n > 1:

(keR)

- 2 1)(2 1
Z(%) n(n + g( n+1)
k=1
2.81 Visa att foljande géaller for alla naturliga tal n > 1:

i@k_ 1)? = n(2n+1)(2n —1)

k=1 3

2.82  Visa att foljande géller for alla naturliga tal n > 1:

ik(k—l—Q) _ n(n—|—1)6(2n+7)

2.83 Visa att foljande géller for alla naturliga tal n > 1:

Zkg n+1)

2.84 Visa att foljande géller for alla naturliga tal n > 0:
3" >1+2n
Facit: Bevis med induktion 6ver n. Basfall n = 0:
VL=3"=1 HL=142n=1+4+2-0=1 VL > HL
Vi antar att ekvationen géller for £ > 0 och visar att den dven géller for k + 1.
B = 3.38 S 3.(142k) = 6k+3 > 243
I det sista steget anviande vi faktumet att 6k + 3 > 2k 4+ 3 néar k£ > 0.

2.85 Visa att foljande géaller for alla naturliga tal n > 3:

3" >n3
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Visa att foljande géller for alla naturliga tal n > 0:

ik < n?
k=0

Visa att foljande géller for alla naturliga tal n > 0:

ikQ < nd
k=0

Visa att foljande galler for alla naturliga tal n > 1:
S, 1
= k2 n
Visa att foljande géller for nastan alla naturliga tal n:
n! > 2"

Vad betyder "nastan alla” i det har sammanhanget?

Facit: Pastaendet géiller endast for n >4 da 3! =6 % 23 = 8. Basfall n = 4:
401 =4-3-2-1=24>2=2.2.2.2=16

Nu antar vi att olikheten géller for k > 4 och visar att den aven galler for k+ 1.

1A
k+D!=k-(k+1)>2F (k+1)>2F.2 =21

10



