1.51

1.52

Grunder i matematik och logik (2021)

Uppgifter 1: Logik och mangder

Marco Kuhlmann och Victor Lagerkvist

Logik
Nivad A
Ange symbolerna och sanningsvéirdestabellerna fér negation, konjunktion,

disjunktion, implikation och ekvivalens.

Facit: Samtliga symboler och sanningsvardestabellerna for de binéra operato-
rerna finns i foreldsningsanteckningarna. Sanningsvardestabellen for negation
ar:

L P
0 1
1 0

For att reducera antalet parenteser i en sats kan man infora prioriteringsregler
for de logiska konnektiven:

1 negation (hogst prioritet)

2 konjunktion

3 disjunktion

4 implikation

5 ekvivalens (ldgst prioritet)
Anvand dessa regler for att skriva foljande med sa fa parenteser som mojligt:

a) (pAgVr

b) p—(pVa

c) (pV(=g) A((=g) Ar)

d) =(((=p) Ag) Ar) = ((s V (t)) < =((—w) V ((m0) V 2)))
Facit:

a) pAgqVr

b) p—pVyg
c) (pV—-q) A-gAT
)

d) =(—pAgAT)—= (sV -t —(—uV-wVzr))



1.53  Stall upp sanningsvardestabeller for foljande satser och avgor darigenom om
uttrycken ar logiskt ekvivalenta.

a) p—q —pVq

b) p—=qVr -q— —pVr

c) pA(gVr) (pAg) VT

d) —p A —q =(pVq)

e) pAqg—r —r — —pV g

f) p—q) —r (pVr)A(=gVr)

g) Vg A(-pVyg) (PA@)V(—pAq)
Facit:

a) ekvivalenta

b

ekvivalenta

c) inte ekvivalenta

e) ekvivalenta

f

)
)
)
d) ekvivalenta (de Morgans lag)
)
) ekvivalenta
)

g) ekvivalenta
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Avgor om foljande uttryck ar tautologier eller kontradiktioner.

a) pA-p e) (V) A (=p)A(=g)
b) pV-p ) (p—=aN=q) = —p
c) ~(pAg) < —pV—q g) (PAYA(p—=T)N(g—=7)) =7
d) (p—=q)Ap) = q h) (pVa)A=p) —q
Facit
a) kontradiktion e) kontradiktion
b) tautologi f) tautologi (modus tollens)
¢) tautologi g) tautologi
d) tautologi (modus ponens) h) tautologi (disjunktiv syllogism)

Vid ett fardighetstest utformat av psykologen Peter Wason ges du foljande
information: Framfor dig pa ett bord ligger fyra kort, som pa ena sidan har
antingen ett x eller ett y och pa den andra sidan har antingen ett a eller ett b.
Du ska kontrollera om alla korten dessutom uppfyller féljande regel: ?Om kortet
pa ena sidan har ett x sd maste det pa andra sidan ha ett a.” Fragan som
stélls ér vilka kort du maste vanda pa for att kontrollera att regeln ar uppfylld
av alla kort. Korten avbildas nedan. (Uppgiften ar tagen fran Johansson och
Ohman, 2017.)

Facit: Man maste vinda pa kortet x for att kontrollera att den andra sidan
visar ett a, och pa kortet b for att kontrollera att den andra sidan inte visar
ett x.

Konjunktion, disjunktion, implikation och ekvivalens &r tre exempel pa binéara
logiska operatorer. Hur manga olika binara logiska operatorer finns det to-
talt? Tva operatorer betraktas som identiska om de beskrivs genom samma
sanningsvardestabell.

Facit: Varje sanningsvardestabell som beskriver en binar logisk operator har
fyra rader och tre kolumner. De forsta tva kolumnerna ger vardena for de tva
satsvariablerna och den sista kolumnen ger utvirdet. Det finns 2* = 16 sitt
att skriva in sanningsvarden i denna kolumn. Det totala antalet binidra logiska
operatorer ar darmed 16.
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Formulera det negerade pastaendet:
a) Alla studenter kan lésa.
b) Ingen student klarar tentan.
c) Alla tal i mangden M ar storre dn 10.
)

d) Det finns minst ett negativt tal i mangden M.

Facit:
a) Det finns minst en student som inte kan lasa.

Det finns minst ett tal i mangden M som ar mindre eller lika med 10.

)
b) Minst en student klarar tentan.
¢)

)

d) Alla tal i mangden M &r positiva eller noll.

Niva B
Disjunktionen p V g 4r sann om minst en av satserna p och ¢ &r sann; annars ar
den falsk. Satsen p @ ¢ ska vara sann om exakt en av satserna p och ¢ ar sann;

annars ska den vara falsk. (Operatorn @ kallas "exklusivt eller”, eng. exclusive
or, zor.)

a) Skriv ner sanningsviardestabellen for .

b) Ange en sats som ar logiskt ekvivalent till satsen p @ g men innehaller
endast negation, konjunktion och disjunktion.

Facit:

a) Sanningsvardestabellen for p @ ¢:

P q pHq
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

b) (pA—=q)V (—pAq)



pA(gAT) = (PA@) AT pVigVvr) = (pVgVr (W1)
PAqG = qAp pVq=qVp (W2)
pAPVq =Dp pV(Ag =Dp (W3)
pAl = p pV0O =p (W4)
pA(Vr) = (pAgV(pAT) pVighr) = (pVgA(pVr) (W5)
pA-p =0 pv-p =1 (W6)
pAO = 0 pVvV1l =1 (W7)

Figur 1: Whiteheads axiom (1898).

1.59 En samling logiska operatorer kallas funktionellt fullstindig om varje san-
ningstabell kan uttryckas genom att kombinera operatorer fran samlingen i ett
logiskt uttryck. En vilkdnd uppséattning logiska operatorer som ar funktionellt
fullstdndig ar {—, A}, som bestar av negation och konjunktion. Visa att foljande
uppsattningar av operatorer ar funktionellt fullstandiga:

a) {7}, dar 1 betecknar NAND), negationen av konjunktionen
b) {l}, dar | betecknar NOR, negationen av disjunktionen
Facit:

a) Vi visar att negation och konjunktion kan uttryckas med hjélp av 1
(vilket kan bekraftas genom sanningsvirdestabeller):

-p =pTp
pAg=(pTq)T(Tq

b) Vi borjar med att visa att {—, V} ar funktionellt fullstindig genom att
uttrycka konjunktion med hjéalp av negation och disjunktion:

pAqg=—(=pV—q)

Vi visar nu att negation och disjunktion kan uttryckas med hjélp av |:

P =pilp
pVag=(plg®lag
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pAL =p pvO0 =p (H1)
PAG = qAp pVqg=qVp (H2)
pA(gVr) = (pAg)V(pAT) pVigAr) = (pVgA(Vr) (H3)
pA—p =0 pv-p =1 (H4)

Figur 2: Huntingtons axiom (1904).

1.60 Nar man raknar med tal finns en stor mangd rakneregler som man anviander
for att skriva om uttryck till den form som passar bést i sammanhanget.
Motsvarande rakneregler finns éven for satslogik. En uppséttning sddana regler
visas i figur 1; den gavs av Alfred North Whitehead (1861-1947) ar 1889. En
annan regeluppsattning gavs av Edward Huntington (1874-1952) ar 1904; den
visas i figur 2. Nér en logiker ser en uppsattning regler sasom den i figur 1 kan
hen fraga sig: "Behover man verkligen alla dessa regler, eller finns det kanske
nagra regler som man kan harleda ur andra regler i uppsattningen?” Visa att
varje regel i Whiteheads uppséattning kan héarledas med hjalp av reglerna i
Huntingtons uppsattning.

it: Regel W2 ar samma som regel H2, W4 samma som H1, W5 samma s

W3

Mangder
Niva A
1.61 Givet mangden A = {2,4,6,8}. Avgor om pastaendena ar sanna eller falska.
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a) 6€ A b) 46 € A c) 8¢ A
Facit:

a) sant b) falskt c) falskt

Skriv foljande mangder genom att rakna upp deras element:
a) A={n|neN,3<n<12}
b) B={n| n & N,n ar ett jamnt tal,n < 8}
c) C={n| ne&Nnaren delare till 86 }
Facit:
a) A=1{3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}
b) B=1{0,2,4,6}
c) C={1,2,43,86}
Skriv foljande mangder med hjélp av mangdbyggare:
a) A ar mangden av alla jamna naturliga tal mellan 13 och 29.
b) B ar méngden av alla heltalskvadrater mellan 2 och 85.
¢) C ar mangden av alla triangeltal mellan 3 och 30.
Facit:
a) A={n| neNnéirjimnt, 13 <n <29}
b) B={n?| nez,2<n®><85}
c) C={n| n éar ett triangeltal,3 <n < 30 }

Ersétt symbolen O med antingen € eller ¢ sa att pastaendena blir sanna:

a) 60 {2,4,6,8} c) 50500{ n | n ar ett triangeltal }

b) 1O {n| n ér ett primtal } d) 80 {n| n ér ett reellt tal }
Facit:

a) 6 € {2,4,6,8} c) 5050 € {n | n ar ett triangeltal }

b) 1¢ {n| n éar ett primtal } d) 8 € {n| n ar ett reellt tal }
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Foljande bokstaver anviands for att beteckna fem stycken standardméngder: N,
7, Q, R, C. Vilka méngder star dessa symboler for? Beskriv deras relation till
varandra med hjalp av delméangdsrelationen.

Facit: Symbolerna star for méngderna av alla naturliga tal (N, exempel: 5),
heltal (Z, exempel: —5), rationella tal (Q, exempel: %), reella tal (R, exempel:

v/5) och komplexa tal (C, exempel: 7 + 3i). Deras relationer till varandra r:
NCZCQCRCC
Vad ar potensméngden till méngden {0,1,2}7?

Facit: Potensméngden till {0, 1,2} &r méngden av alla delméangder till {0, 1,2},

sa
P(0,1,2}) = {0,{0},{1},{2},{0,1},{1,2},{0,2},{0,1,2}}
Om en mangd A har n element, hur manga element har da A:s potensméangd?

Facit: Potensméngden till A bestar av alla delméngder till A. Varje delméngd
B C A kan entydigt beskrivas genom att for varje element a € A stélla fragan:
Ar a € B, ja eller nej? P& denna fraga finns det tva svar, s om |A| = n s&
finns det sammanlagt

n
2. 2 = 2 = 9n
n ganger =

olika méjligheter att svara. Detta visar att |P(A)| = 2™.

Forklara varfor A = B implicerar att A C B.

Facit: Om A = B innehaller A och B samma element. Da géller a € B for alla
element a € A, vilket ar kravet i definitionen av delméngdsrelationen.

Varfor ar den tomma méngden delméngd till alla méngder?

Facit: For att visa ) C A maste vi visa att varje element i () &r ett element i A.
Men den tomma méngden innehaller ju inga element, sa pastaendet géller pa
ett trivialt satt. (Ett liknande pastaende ér: ”Varje Hollywood-film som jag
nagonsin har medverkat i har fatt en Oscar.”)

Forklara skillnaden mellan pastdendena ) C A och () € A.

Facit: Pastaendet () C A sdger att den tomma mangden ar en delméangd till
méngden A. Detta pastaendet ar sant for godtyckliga méngder A (som vi har
bevisat i 1.69). Pastaendet "() € A” siger att den tomma méngden ar ett av
elementen i A. Detta géaller inte for godtyckliga méangder. En méngd som det
galler for ar {0}.
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Det vanligaste séittet att visa en likhet A = B ar att dela upp beviset och visa
(i) ACB och (ii) BC A
Forklara varfor detta bevis fungerar.

Facit: Om A C B sa ar alla element i A dven element i B; om B C A sa ar alla
element i B dven element i A. Da foljer att A = B genom extensionalitetsprin-
cipen.

Sag att A C B. Géller da dven A C B?

Facit: Ja. Om A C B sa uppfyller A kraven pa en delméngd till B. (Varje
element i A &r ett element i B.)

Hur visar man att A inte ar delmangd till B?

Fucit: For att visa att A inte ar delméngd till B maste vi hitta ett element i A
som inte finns med i B.
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Lat A={1,2,4,6,8} och B={1,3,5,7}. Bestam
a) AUB b) ANB c) A\B
Facit:
a) {1,...,8} b) {1} c) {2,4,6,8}
For méangderna A, B och C galler att
A={1,2,3,4,5,6} B =1{2,4,6} C =11,3,5}

Ange om foljande pastaenden ar sanna eller falska.

a) BC A c) BNC =10

b) A=BUC d) B\A=C
Facit:

a) sant c) sant

b) sant d) falskt

Talen i figur 3 anger antalet element i vardera sektor av venndiagrammet.
Bestam antalet element i

a) AUB c) AN(BUCQC)
b) ANB d) A€
Facit:
a) 9+124+34+4+10+5=43 c) 124+3+4=19
b) 3+12=15 d) 84+10+5+7=30

Man kan visa att |[AU B| = |A|+ |B| —|AN B|. Forklara varfor termen |AN B|
maste subtraheras.

Facit: Utan detta riknas de gemensamma elementen av A och B tva ganger, dels
som element i A, dels som element i B. De gemensamma elementen ar elementen
i snittet AN B. For att fa ett korrekt uttryck maste vi alltsa subtrahera |AN B|
manga element fran |A| + |B].

Ange tva odndliga mangder vars snitt ar den tomma méangden.

Facit: A={n €N | néarjamnt }, B={n € N| n ir udda}
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Figur 3: Bild till uppgift 1.76

Figur 4: AU(BNC) = (AUB)N(AUC) ar skuggad.

Precis som for operationer som addition och multiplikation finns det rékneregler
for mangdoperationer. Ett exempel ar distributivitetslagen:

AUu(BNC) = (AUB)N(AUC)
Hur kan vi bevisa detta?
Facit: Ett satt ar att bevisa 6msesidig inklusion, dvs. att
AU(BNC)C(AUB)N(AUC) och (AUB)N(AUC) C Au(BNC)

Ett annat séitt dr att rita ett venndiagram for de tre mangderna och Gvertyga
sig om att det vanstra uttrycket beskriver samma omrade i diagrammet som
det hogra uttrycket (se Figur 4).
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