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TDP015 Grunder i matematik och logik (2019)

Numeriska metoder

Marco Kuhlmann

Det finns manga matematiska problem for vilka man inte kan hitta en exakt 16sning,
eller dér att hitta en sadan 16sning vore alltfor kostsamt. Ett klassiskt exempel ér
att berdkna kvadratroten: For de flesta x-viarden dr +/x inget heltal och inte heller
ett rationellt tal (ett braktal). I samband med sddana problem &r man intresserade i
tekniker for att approximera l0sningar. Dessa tekniker kallas numeriska metoder.

Newtons metod eller Newton-Raphson-metoden, efter Isaac Newton (1642-1727)
och Joseph Raphson (ca. 1648-1725), dr en effektiv metod for att approximera noll-
stdllen till en funktion. Det &r en iterativ metod dér man borjar med att gissa ett
startvirde x, och sedan berdknar béttre och béttre approximationer x, ..., x,,. Man
fortsatter gora detta tills ett virde x;,, inte skiljer sig avsevirt fran det foregdende
vardet x;, t.ex. tills de 6verensstimmer pa de forsta tio siffrorna efter kommat.

Vi borjar med en geometrisk beskrivning av Newtons metod; se ﬁgur Som konkret
exempel viljer vi funktionen

f(x)=x2—2. (1)

Som startvdrde valjer vi x, = 1. Vardet x; ges av den punkt i vilken den tangent
for f som nuddar grafen i punkt (x,, f(x,)) korsar x-axeln. Nu upprepar vi denna
konstruktion med x; som startvirde for att hitta nasta virde, x,, och sa vidare. I
figur 1] ser vi att redan x, ligger vildigt ndra det faktiska nollstéllet av funktionen.

Utifran den geometriska beskrivningen hirleder vi nu en formel som later oss berakna
en ny approximation x;,, utifran en tidigare approximation x;. Som konkret exempel
visar vi hur vi kan berdkna x; utifran x, i figur|1| Vi vill veta x-koordinaten f6r den
punkt da den tangent till f som nuddar grafen i punkt (x;,, f(x,)) korsar x-axeln.
Vi kan tdnka oss tangenten som hypotenusan i en ritvinklig triangel vars ena hérn
ar punkten (x,, f(x,)) och dir detta horns motkatet ar linjen m; denna
triangel visas skuggad i figur [1] Punkten (x,, 0) nér vi frdn (x,, 0) genom att borja
i punkt (x,, f(x,)) och folja tangenten for x, — x, enheter. Tangetens lutning &r
f'(xy), derivatan av f for virdet x,; i vart exempel har vi f(x,) = 2x, = 2. Vikan



f(x)

f(x)

f(x)

Figur 1: Newtons metod: konstruktion av x; (6verst) och x, (nederst)
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sammanfatta allt detta i en formel:

fx) + (xp = x0) f'(x9) = 0 (2)
For att rakna ut x; 16ser vi ekvationen:

flxg) _
£ (xo)

 flx)
F1(x0)

Med detta far vi x; = 1,5. Nu upprepar vi processen med x; som startvirde och

0= f(xo) + (x; — xo)f’(xo) <

raknar ut den nésta approximationen, x,:

0,25 _
_Se) 5 925y,

Xy = X1 f'(xl) = 3

Vi anger den fullstindiga algoritmen f6r Newtons metod. Vi borjar med ett initialt
virde x,. Sedan ridknar vi ut nya virden x;,; med hjélp av foljande regel:
f(x)
Xip] = X; — =
i+1 1 f, (xl) (3)
Tabellerna visar de forsta iterationerna av Newtons metod for funktionen f(x) = x*-2
med startvardena x, = 1 respektive x, = 1,5.

Xy 1 Xy 1,5
X7 1,5 X; 1,4166666666
X, 1,4166666666 Xy, 1,4142156862
X3 1,4142156862 X3 1,4142135623
X4 1,4142135623 X4 1,4142135623
X5 1,4142135623 X5 1,4142135623

Om x, ar ett faktiskt nollstéllet for f far vi f(x,) = 0 och ndmnaren i bréket i
ekvation (3) blir noll. Detta innebér att x; = x,. Nar Newtons metod hittat ett dkta
nollstélle kommer den alltsa inte dndra detta varde i ndsta approximation.

Vi kan anvinda Newton-metoden for att numeriskt approximera V2. For att kunna
gora detta maste vi forst forma om problemet till ett nollstdlleproblem: Vi maste
hitta en funktion f sidan att f har sina nollstillen i V2, dvs. att f(V2) = 0. Nar
vi med hjilp av Newtons metod approximerat ett nollstdlle till f har vi da dven
approximerat en 16sning for V2. Den enklaste funktionen ar f(x) = x* — 2; detta
eftersom f(V2) = (vV2)*—2=2-2=0.Vivetatt 1 = V1< V2 < V4 =2,sdett bra
startvédrde ar 1,5.



