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Grunder i matematik och logik (2021)

Grafteori

Marco Kuhlmann och Victor Lagerkvist

Grafteori ar det omrade inom matematiken som undersoker egenskaper hos
grafer. Inom grafteorin har begreppet graf en annan betydelse &n "graf till en
funktion”.

En graf ar en struktur av punkter som ar sammanbundna A
med streck. Punkterna kallas noder och strecken kallas
bagar. Grafen till hoger har 5 noder och 10 bagar. Bagar
som korsar varandra har ingen forbindelse med varandra.
Noder kallas dven for hdrn och bagar kallas for kanter.

E B

D C

En vanlig formell definition av en graf ar att betrakta saval noder som ba-
gar som mdangder, och en graf kan da definieras som en mangd med noder,
V, och en mingd med bagar, E, dar {A, B} € F om det existerar en ba-
ge mellan noderna A, B € V. Namnvalen kommer fran engelska dar noder
vanligtvis wvertices och bagar for edges. Exempelvis kan grafen i foregaende
exempel betraktas som en graf éver nodméangden {A, B,C, D, E'} och med ba-
gar {{A, B}, {A.C},{A, D},{A, E},{B,C}.{B, D} {B, E},{C, D}.{C, E},
{D,E}}.

I en riktad graf har bagarna en riktning som indikeras med A
hjélp av pilar. En bage gar alltsa inte mellan tva noder utan /’.\
fran en viss nod till en viss annan nod. I grafen till hoger Ee o B
finns en bage fran A till B men ingen bage fran B till A; en \ /

D

sadan bage skulle kréva en pil at andra hallet. o<7oc

For att specificera att en graf 6ver en nodméangd V ar riktad maste bagméngden
F definieras om. For alla A, B dar A har en bage till B behover vi en notation
for att fortydliga detta samband. Notera att det i detta fall inte dr lampligt
att betrakta en bage som en mangd {A, B} eftersom vi i en méngd inte har
nagon inbordes ordning mellan elementen, och kan saledes inte utlasa om A
har en bage till B, eller om B har en bage till A, utifran {A, B}. Har &r det i
stéllet vanligt att anvianda den sa kallade tupelnotationen och betrakta en bage
mellan A och B som ett par (A, B), och médngden med bagar kan da definieras
som en mangd med tupler 6ver nodméangden V. Notera att en bagméangd nu
kan betraktas som en binér relation mellan noder och kan saledes anvandas for
att utldsa vilka noder som ar relaterade till varandra.
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Anta att du i ett datorprogram vill anvinda dig av en graf for att modellera
nagon form av data. Ett konkret exempel skulle kunna vara ett datorspel
bestaende av en karta som representerar spelvarden, som internt kan modelleras
som en graf dar viktiga punkter &r noder, och som har en bage mellan sig om
det ar mojligt att rora sig mellan de tva punkterna. Hur kan en sadan graf
representeras som en datastruktur? Utgar vi ifran den formella definitionen
har vi redan en rimlig representation: har vi en datastruktur som representerar
en mangd kan en graf kan enkelt representeras som tva méngder, en mangd
for noderna och en méngd for bagarna. En annan vanlig representation ar
att koda om grafen som en matris, en flerdimensionell array, dir ett element
(7,7) i matrisen ar 0 om nod 7 inte har en bage till nod j, och 1 om det
finns en bage mellan ¢ och j. Denna representation kan tyckas krangligare an
méangdrepresentationen men har vissa eleganta fordelar. Exempelvis kan man
genom att multiplicera (med sé kallad matrismultiplikation) matrisen med sig
sjalv utlasa vilka noder i grafen som bildar en triangel: tre noder dar varje
inbordes par av noder har en bage mellan sig.

Grundlaggande koncept

Antalet bagar som gar in till en nod N, deg(N), kallas for nodens grad (ett
annat begrepp ar valens). Vad ar gradantalet for noderna i grafen pa den forsta
sidan i manuskriptet?

For en sa kallad dgla (en bage som béorjar och slutar i samma nod) ska man
rikna med bagens bada andar.

Vi bevisar ett enkelt resultat kring grader:

Lemma 5.1 Summan 6ver alla gradtal i en graf ar ett jamnt tal.

Bevis Vi anvander en teknik som kallas for double counting. Den handlar om
att rikna samma sak pa olika sétt. Varje bage mellan tva noder u och v bidrar
med 2 till gradtalssumman, dels via u och dels via v. Mera formellt kan vi

skriva foljande:
Z deg(u) = Z 2

nod u bage e

Den sista termen ar lika med tva ganger antalet bagar och darmed alltid ett
jamnt tal.

En vig dr en vandring langs bagarna i en graf som D E F
inte passerar nagon bage mer dn en gang. For att ange —
en vag kan man lista de noder som man besoker langs I:I:IT
vigen. Ett exempel pa en viag i grafen till hoger ar ———
A-B-CFE. AB €
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En cykel (ett annat begrepp ar krets) ar en sluten A
vag, dvs. en viag som leder tillbaka till startnoden (och .

passerar minst en béage). Ett exempel pa en cykel i

grafen till hoger ar ar B-C-F-E-B. A B ¢
Eulergrafer

Ko6nigsbergs sju broar. Staden Kénigsberg (nuva- N

rande Kaliningrad) 1ag vid bégge sidor av floden Pregel

samt pa tva oar mitt i floden: en mindre véastlig 6, som v 5

var stadens centrum, och en storre ostlig 6. Fran den
vastliga 6n gick tva broar till den norra stranden och
tva broar till den sodra stranden. Fran den 6stliga 6n S
gick en bro till den norra stranden och en bro till den sodra stranden. Dessutom
fanns en bro mellan 6arna. Stadens invanare forsokte pa sina sondagspromena-
der att ga genom staden pa ett sadant sitt att de passerade varje bro exakt en
gang, men ingen hade nagonsin lyckats med detta. Fragan var alltsa: "Finns en
promenadvag som passerar varje bro exakt en gang?” Den schweiziske matema-
tikern Leonhard Euler (1707-1783) visade ar 1735 att svaret pa denna fraga ar
"nej”. Hans arbete brukar anses som ett av de forsta arbetena inom grafteori.

En Eulervag ar en viag som passerar varje bage i grafen D E F
exakt en gang. Ett exempel pa en Eulervag i grafen A A
till hoger &r B—-C—F—E-B—A-D—E. En sluten Eulervag .

kallas for Eulercykel. En Eulergraf ér en graf som
innehaller en Eulercykel.

Vi kommer nu att félja Eulers resonemang.

Lemma 5.2 En graf med en Eulerviag innehaller hogst tva noder med udda
gradtal.

Bevis Antag att grafen innehéller en Eulerviag P och lat v vara en godtycklig
nod i grafen. Vi betraktar tva fall:

1. Nod v ligger inte pa P. Da kan v inte inga i nagon bage, eftersom P passerar
alla bagar. Detta innebar att v har grad noll.

2. Nod v ligger pa P men ar inte den forsta eller sista noden pa denna vag. Da
giller att man ror sig mot v lika manga ganger som man ror sig bort fran v
nar man foljer P. Detta innebér att graden for v ar ett jamnt tal.

I bada dessa fall ar alltsa graden for v ett jamnt tal. Det enda fallet som vi
inte undersokt ar om v ér startnod eller slutnod i P. Med andra ord kan endast
startnoden och slutnoden i P och ddrmed hogst tva noder ha udda gradtal.
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Utifran lemma kan vi dra slutsatsen att det inte finns nagon promenadvég
genom Konigsberg som passerar varje bro exakt en gang — i Konigsberggrafen
har ndmligen alla fyra noder udda gradtal.

Nér grafen har en Eulercykel géller en starkare version av lemma :

Lemma 5.3 En graf med en Eulercykel innehaller inga noder med udda grad-
tal.

Bevis 1T en cykel ar startnoden och slutnoden identiska. Da galler samma
argument som vi anvande i fall 2 i beviset av lemma [5.2| &ven for denna nod.

Lemma |5.3| ger ett nodvandigt villkor for att en graf ska kunna vara en Eulergraf.
Euler pastod, men bevisade inte, att denna egenskap aven utgor ett tillrackligt
villkor for att en graf ska kunna vara en Eulergraf:

Lemma 5.4 En sammanhangande graf &r en Eulergraf om och endast om den
inte innehaller noder med udda gradtal.

Bevis Den ena delen av detta lemmat bevisade vi i beviset av lemma [5.3
Den andra delen har ett elegant men mera omfattande bevis som vi inte gar
igenom pa denna kurs. Det publicerades forst (posthumt) ar 1873 av den tyske
matematikern Carl Hierholzer (1840-1871).

En graf kallas sammanhangande om det finns en vidg mellan varje par av
noder. Notera att noderna inte behover vara olika; fran en nod till sig sjalv
finns det ju alltid den "triviala” vigen som inte innehaller nagra bagar alls.

Hamiltongrafer

Utifran lemma [5.4] ar det véldigt litt att testa om en graf 4r en Eulergraf: Vi
gar igenom alla noder i grafen. Om det finns en nod med udda gradtal sa ar
svaret "nej”, annars ar svaret "ja”. I ndsta avsnitt kommer vi att studera en
egenskap hos grafer dar det ar valdigt svart att avgora om en given graf har
denna egenskap.
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Vi borjar med en definition:

En Hamiltonvag ar en viag som besoker varje nod i D E F
grafen exakt en gang. Ett exempel pa en Hamiltonvég A
i grafen till hoger &r A-B-C-F-E-D. Notera att denna I:I:I
viag ar inte en Eulervig, eftersom den inte besotker

bagarna B-E och A-D. B C
En sluten Hamiltonvag kallas for Hamiltoncykel. Ett D E F

exempel pa en Hamiltoncykel i grafen till hoger &r A
A-B-C-F-E-D-A. En Hamiltongraf dr en graf som !
innehaller en Hamiltoncykel.

Ett klassiskt grafteoretiskt problem som har med Hamiltongrafer att gora ar
handelsresandeproblemet (eng. travelling salesman problem). En handels-
resande ska besoka ett antal stider och sedan atervianda till sitt hem. Om man
modellerar staderna som en fullstandig viktad graf (en graf som innehaller
bagar mellan alla noder och dar man for varje bage angett ett numeriskt vérde, i
det hér fallet avstandet mellan tva stidder) motsvarar handelsresandeproblemet
uppgiften att hitta den Hamiltoncykel som ger kortast reslangd.

Handelsresandeproblemet ar ett sa kallat NP-hart problem och dérmed ett av
de berdkningsméssigt svaraste problemen inom datalogin. Man misstanker att
det inte finns nagon effektiv 16sning for problemet.

En metod som man kan anvinda for att approximera en losning for handelsre-
sandeproblemet a4r ndrmaste granne-metoden. Enligt denna metod véljer
man i varje steg den bage som har minst vikt (den stad som ligger nédrmast).
Antag att vi vill tillimpa nadrmaste gran- A
ne-metoden pa grafen som visas till ho-
ger. Vi borjar i stad A och vill besoka alla
stader innan vi atervander till A. Narmas- > o
te granne-metoden ger oss foljande resvag: >
A-C-B-D-A. Det totala avstandet summan
av avstanden for de bagar som vi passerade:
10 4 25 + 30 + 15 = &0. ¢ 35 D
Narmaste granne-metoden hittar inte nodvandigtvis en optimal vég, och i
vissa fall hittar den inte nagon vag alls.

Trad

En (oriktad) graf som dr sammanhéngande och inte innehéller nagra cykler
kallas for ett trad. Dessa strukturer spelar en stor roll inom datalogin.
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De tva karakteristiska egenskaper hos ett trad — att de a&r sammanhangande
och inte innehaller nagra cykler — hianger ihop pa ett sarskilt siatt. Detta kan
man se niar man laser bevisen pa de foljande tva pastaendena:

Lemma 5.5 Om man lagger till en bage till ett trad far man en cyklisk graf.

Bevis Lat T vara ett trad. Vad hidnder om vi ldgger till en bage till 77 Lat oss
skriva bagen som v—w. Eftersom ett trad ar sammanhéngande vet vi att det
i T finns en vig som borjar i v och slutar i w redan innan vi ldgger till den nya
bagen. Om vi vandrar langs denna vig och som ett sista steg foljer den nya
bagen kommer vi tillbaka till v. Alltsa har vi hittat en cykel.

Lemma 5.6 Om man tar bort en bage fran ett trad blir grafen osammanhéang-
ande.

Bevis Lat T vara ett trad. Vad hander om vi tar bort en bage v—w fran 17
Eftersom ett trad dr acykliskt vet vi att bagen v—w &r den enda vigen mellan v
och w. (Om det namligen fanns en annan vig skulle vi tillsammans med bagen
v—w ha en cykel.) Om vi nu tar bort bagen v—w finns det alltsa ingen vig
mellan v och w langre; da blir alltsa T osammanhédngande.

Trad ar intressanta inte bara i sig, utan dven for att analysera andra typer av
grafer. Ett uppspannande trad for en graf G innehaller alltsa samma noder
som G och en delméngd av dess bagar.

Det finns tva enkla algoritmer (procedurer) for att hitta ett uppspédnnande trad
for en given graf G:

1. Lat H vara en kopia pa G. Testa om H ar ett trad. Om den inte ar det, ta bort
en godtycklig bage fran H, men se till sa att inte H blir osammanhéngande.

2. Lat H vara grafen som har samma noder som G, men inga bagar. Testa
om H ar ett trdd. Om den inte ar det, lagg till en godtycklig bage fran F
till H, men se till att inte skapa cykler. Denna algoritm kallas for Kruskals
algoritm.

I bagge fall sa kommer H sa smaningom bli ett spannande trad for G.

Ett minimalt uppspannande trad for en viktad graf G ar ett uppspannande
trad for G som har minimal viktsumma bland alla uppspannande trad for G.
For att hitta ett minimalt uppspannande trad kan man anvianda Kruskals
algoritm dér man i varje steg lagger till den billigaste bagen (utan att skapa
cykler).
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