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Kombinatorik och sannolikhetslara

Marco Kuhlmann och Victor Lagerkvist

Sannolikhetslara

Detta avsnitt ar for det mesta en kompakt sammanfattning av momentet
"sannolikhetsléara” som ingar i kurserna Matematik 1b och Matematik 1c pa
gymnasiet. Avsnittet Betingad sannolikhet innehéller nytt material.

Grundlaggande begrepp

Nar vi singlar slant eller kastar tdrning kan vi inte med sédkerhet forutsiaga
resultatet. Singla slant och kast med térning dr exempel pa slumpforsok.

Ett mojligt resultat vid ett slumpforsok kallas utfall. Nar man singlar slant
finns det tva mojliga utfall: krona och klave. Vid kast med tarning finns det
sex mojliga utfall: etta, tvaa, trea, fyra, femma och sexa.

Mangden av alla mojliga utfall vid ett slumpforsok kallas forsokets utfallsrum
och betecknas med den grekiska bokstaven (2 (omega).

En hiandelse édr en mangd mojliga utfall. Handelsen ”jamnt antal prickar” vid
kast med tarning intrédffar nar man slar en tvaa, fyra eller sexa; héndelsen
bestar alltsa av tre stycken utfall.

Maéngden (2, som innehéaller alla mojliga utfall vid ett slumpforsok, representerar
héndelsen som alltid intraffar. Den tomma méngden representerar héndelsen
som aldrig intréaffar.

Notationen P(A) betecknar sannolikheten (eng. probability) for hiandelsen A.
En sannolikhet kan anges i brékform (3), decimalform (0,5) eller procentform
(50%). Ibland séger vi chans eller risk istéllet for sannolikhet, t.ex. "Risken for
att insjukna i bakteriell meningit ar 0,003%”. Vi kan ocksa forsta sannolikhet
som ett matt pa hur mycket vi tror pa nagonting (se 4.23).

Kolmogorov-axiomen. Sannolikheter lyder under nedanstaende regler:

1. For varje hiandelse A géller att P(A) ar ett reellt tal mellan 0 och 1.
2. For hela utfallsrummet {2 géller att P({2) = 1.
3. For handelser A, B sadana att ANB = () giller att P(AUB) = P(A)+P(B).



4.08 For tva handelser A, B som inte kan intraffa samtidigt (A N B = ()) men
som tillsammans utgdr hela utfallsrummet (AU B = (2) géller att P(A) +
P(B) = 1. Handelserna kompletterar varandra. Héndelsen B kallas darfor
komplementhéndelsen till hindelsen A (och vice versa) och vi skriver B =
A¢. For komplementhéndelser géller:

P(A°) =1 — P(A).

Likformiga sannolikhetsférdelningar

4.09 Nar alla utfall av ett slumpforsok har samma sannolikhet, siger man att man
har en likformig sannolikhetsfordelning. Singla slant och kast med tarning
ar exempel pa slumpforsok med likformig sannolikhetsférdelning.

4.10 Néar man har en likformig sannolikhetsférdelning (och bara da!) beskrivs sanno-
likheten for en hiandelse A av den sa kallade klassiska sannolikhetsmodel-

len:

P(A) = antalet gynnsamma utfall _ [A|

antalet mojliga utfall — [£2]

Vid kast med tarning finns det sex mojliga utfall. Sannolikheten for handelsen
"sexa” (ett gynnsamt utfall) &r %; sannolikheten for "jamnt antal prickar” (tre
1

gynsamma utfall) ar 3.

4,11 Sannolikheten for hédndelsen som alltid intréaffar dr 1; for denna héandelse ar
antalet gynnsamma utfall samma som antalet moéjliga utfall. Sannolikheten for
héandelsen som aldrig intraffar ar 0; for denna hdndelse ar antalet gynnsamma
utfall lika med noll.

4.12  Likformiga sannolikhetsfordelningar kan presenteras med utfallsdiagram som
i figur 1. Detta diagram visar alla méjliga utfall for slumpforsoket "kast med
tva tarningar”. Ur diagrammet kan vi lasa av sannolikheten for héandelser som

6 _ 1

t.ex. "podngsumman lika med 77 (g5 = 5).

Sannolikhet som relativ frekvens

4.13 Vi gor upprepade kast med en tarning. Vid utvalda tidpunkter raknar vi ut den
relativa frekvensen av sexor, dvs. kvoten mellan antalet sexor (den absoluta
frekvensen) och antalet kast. Resultaten visas i nedanstaende tabell. Som vi
kan se stabiliserar sig den relativa frekvensen kring den teoretiska sannolikheten
fér hindelsen "sexa”, ¢ (figur 2).

antal kast n 10 50 100 500 1000 5000 10000 50000
antal sexor f 1 8 17 98 179 818 1688 8308
relativ frekvens f/n 0,100 0,160 0,170 0,196 0,179 0,164 0,169 0,166
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Figur 1: Kast med tva tarningar, en rod och en svart. Utfallet 5, 4 betyder
att den roda tarningen visar en femma och den svarta tdrningen visar en fyra.
Punkterna pa diagonalen representerar handelsen "poangsumman lika med 77

De stora talens lag. Den relativa frekvensen for en hindelse nédrmar sig
sannolikheten for handelsen nar antalet slumpforsok okar.

Det finns manga situationer dar man inte pa forhand kan bestdmma sannolik-
heten for en viss héndelse; detta géller i synnerhet nar sannolikhetsfordelningen
inte ar likformig. I dessa fall kan man anvinda De stora talens lag och ta den re-
lativa frekvensen for handelsen vid ett stort antal slumpforsok som nirmevéarde
for sannolikheten.

Slumpforsok i flera steg

Nér vi kastar tdrning tva ganger, sa dr det rimligt att anta att sannolikheten for
héndelsen ”jamnt antal prickar” vid forsta kastet inte paverkar sannolikheten
for samma héandelse vid andra kastet. Vi kan darfor betrakta de tva hédndelserna
som oberoende.
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Figur 2: Relativ frekvens (f/n) av sexor vid n kast med térning. Den relativa
frekvensen stabiliserar sig kring den teoretiska sannolikheten ¢ (orange linje).
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Figur 3: Vi drar tva kulor ur en burk som i borjan innehaller tre svarta kulor
och tva vita kulor. De fyra grenarna representerar de mojliga utfallen, dvs. "tva

svarta kulor”, ”svart kula forst, sedan vit kula”, ”vit kula forst, sedan svart
kula”, "tva vita kulor”.

Produktregeln siger att sannolikheten for att tva oberoende handelser A och
B ska intréffa dr produkten av de enskilda hédndelsernas sannolikheter:

P(ANB) = P(A) - P(B)

Produktregeln géller dven for fler 4n tva handelser, under forutsattningen att
alla dessa handelser ar ¢msesidigt oberoende.

Att tva handelser &r beroende innebér att intraffandet av den ena paverkar
sannolikheten for den andra. Exempel: Vi har en pase med fem kulor, tre svarta
och tva vita. Vi drar tva kulor ur pasen. Sannolikheten for vilken farg den
andra kulan har beror pa vilken farg den forsta kulan hade. Ett slumpforsok i
flera steg som detta kan illustreras som i figur 3.

Diagrammet i figur 3 ar ett exempel pa ett traddiagram. I ett traddiagram
representerar varje niva ett steg i slumpforsoket, och varje gren ett mojligt
utfall.

Rikneregler for triaddiagram

1. Sannolikheten for en gren (ett utfall) i ett trdddiagram &r lika med produkten
av sannolikheterna ldngs grenen.

2. Sannolikheten f6r en handelse 4r summan av sannolikheterna f6r de olika
grenarna (utfallen) i ett traddiagram som ingar i héndelsen.

Dragning med aterliggning syftar pa slumpforsok i flera steg med oberoende
héndelser, som t.ex. att dra kulor ur en burk och ldgga tillbaka kulorna efter
varje dragning, eller att kasta flera tarningar i f6ljd. Sadana slumpfoérsok kan
visualiseras bade med utfallsdiagram (figur 1) och med traddiagram (figur 3).

Dragning utan aterlaggning syftar pa slumpforsok i flera steg med beroende
héandelser, som t.ex. att dra kulor ur en burk utan att lagga tillbaka dem. Sadana
slumpforsok kan visualiseras med traddiagram (figur 3).
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ANB B

Figur 4: Betingad sannolikhet

Betingad sannolikhet

Anna kastar tédrning och ser att det &r en sexa. Hon berédttar for Bertil att
tdrningen visar ett jamnt tal. Hur stor ar den subjektiva sannolikheten for
“tarningen visar en sexa” for Anna och for Bertil? Hur stor dr den for Cecilia,
som inte vet nagonting om Annas tdrningskast?

Enkel sannolikhet ar ett matt pa hur mycket vi tror pa en héndelse A. Be-
tingad sannolikhet &r vart matt pa hur mycket vi tror pa A da vi redan har
information om en annan handelse B. I traddiagrammet i figur 3 dr sannolikhe-
terna for den andra kulan betingade sannolikheter. Den betingade sannolikheten
for A givet B tecknas P(A | B) och definieras som

P(AN B)

P(A|B)= =5

Med avseende pa A sa kallas den obetingade sannolikheten P(A) apriorisan-
nolikhet (eng. prior probability) medan den betingade sannolikheten P(A | B)
kallas aposteriorisannolikhet (eng. posterior probability).

Sammanhanget mellan enkel och betingad sannolikhet kan beskrivas med
att man i det ursprungliga utfallsrummet “zoomar in” pa en delmangd av
utfallen, ndmligen dem som éar forenliga med B. Dessa hédndelser blir till det
nya utfallsrummet for A. (Se figur 4.)

Man kan lésa definition 4.24 som en regel for hur vi ska uppdatera var sakerhet
pa A nér den far informationen B (eng. belief update). Notera dock att det
inte finns nagonting i definitionen som syftar pa ett temporalt eller kausalt
samband mellan A och B.

Ett annat satt att skriva formeln for betingad sannolikhet gar under namnet
multiplikationsregeln. Den finns i tva varianter:

P(ANB) = P(A| B)P(B) P(AN B) = P(B| A)P(A)
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I en fabrik tillverkas 40% av enheterna vid maskin 1 och 60% vid maskin 2.
Maskinerna tillverkar en viss andel defekta enheter; denna andel ar 2% for
maskin 1 och 5% for maskin 2. Hur stor ar sannolikheten att en slumpmaéssigt
vald enhet ar defekt?

Lésning: Vi modellerar problemet som ett slumpforsok i tva steg och ritar ett
traddiagram. Lat oss beteckna handelsen att en enhet tillverkas vid maskin 1
med A; och hindelsen att en enhet tillverkas vid maskin 2 med A,. Lat oss
beteckna héndelsen att en enhet &r defekt med B. Vi vill veta P(B). Med
hjalp av rdknereglerna for traddiagram och var nya notation for betingade
sannolikheter far vi

P(B)=P(A,)P(B|A,)+ P(A,)-P(B|A,) =0,4-0,02+0,6-0,05 = 0,038
Sannolikheten att en slumpmassigt vald enhet ar defekt ar alltsa 3,8%.

Nar man vill bygga en probabilistisk modell fér en betingad sannolikhet ar
det ofta enklare att bygga en modell fér den omvant betingade sannolikheten.
Exempel: En lédkare vill stélla en diagnos utifran kdnda symptom; men det &r
enklare att sdga nagonting om vilka diagnoser som har vilka symptom. Bayes’
regel later oss konvertera mellan de tva modellerna.

B|A)P(A)
P(B)

palp) = 2

Hérled Bayes’ regel utifran multiplikationsregeln (4.27).

Lésning: Genom att likstalla multiplikationsregelns tva sidor far vi:
P(A|B)P(B) = P(B| A)P(A)

Nér vi delar pa P(A) far vi Bayes’ regel.

Vi fortsitter pa 4.28. En kund patraffar en defekt enhet. Hur stor &r sannolik-
heten att den har tillverkats vid maskin 27

Léosning: Vi ar intresserade av sannolikheten P(A, | B). Enligt Bayes’ regel

galler:

P(B|Ay)-P(Ay)  0,05-0,60
P(B) 0,038

Sannolikheten for att den felaktiga enheten tillverkats vid maskin 2 ar alltsa

ungefar 78,9%.

P(A,|B) =

~ (),789

Kombinatorik

Kombinatorik dr den gren av matematiken som forsoker svara pa fragor om hur
manga olika matematiska objekt som finns av en given typ och storlek. Under
kursens gang har vi redan stott pa flera kombinatoriska problem, t.ex. nar vi
skulle bestamma hur manga delméngder det finns till en given méangd. I den
hér forelasningen kommer vi att studera kombinatoriska problem pa ett mera
systematiskt satt.
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Grundlaggande principer

Det finns ett antal viktiga grundprinciper som ofta anvinds i kombinatoriska
resonemang. Har presenteras tre av dessa principer:

Multiplikationsprincipen. Om det finns a olika sitt att géra nagonting
pa och b olika satt att gora nagonting annat pa, sa finns a - b olika satt att
gora bada sakerna. Exempel: Antalet mojligheter att véilja en trerattersmeny
nir det finns 2 olika forrdtter, 3 olika huvudritter och 3 olika efterratter ar
2-3-3=18.

Additionsprincipen. Om det finns a olika sitt att géra nagonting pa och b
olika sétt att gora nagonting annat pa och vi kan inte gora bada sakerna, sa
finns det a + b olika sitt att vilja en av aktionerna. Exempel: Om man ska
valja antingen forrdtt och huvudratt eller huvudratt och efterratt sa finns det
2-3+ 3 -3 = 15 olika mojligheter.

Ladprincipen. Om det finns a objekt som ska fordelas pa b lador och a > b,
sa kommer atminstone en av ladorna innehélla mer an ett objekt. Exempel:
Linkopings kommun har ca. 160 000 invanare. Det finns ca. 100 000 harstran
pa ett ménskligt huvud. Med ladprincipen kan vi dra slutsatsen att det finns
atminstone tva méanniskor i Linkoping som har exakt lika manga harstran pa
huvudet.

Urnmodellen

Urnmodellen ar en abstrakt modell som kan hjalpa oss att forsta flera olika
kombinatoriska processer. I urnmodellen har vi en urna (en péase) med n stycken
kulor, numrerade fran 1 till n. Vi drar k ganger fran urnan enligt vissa regler
och raknar antalet resultat. Vi skiljer mellan olika typer av "experiment”:

o Efter varje dragning kan vi antingen lagga tillbaka kulan i urnan eller
lata den ligga utanfor urnan.

o Nar vi rdknar resultat kan vi antingen vara intresserade i endast vilka
kulor vi dragit eller ocksa i vilken ordning vi har dragit dem.

Nu finns det fyra mojliga fall (se figur 5). Vi antar att n =5 och k = 3.

1. med aterlaggning, med ordning: Da kan vi tdnka oss resultatet som en vanlig
lista, dvs. samma kula kan forekomma mer an en gang och vi skiljer mellan
resultaten [1,1,2] och [2,1,1].

2. utan aterldggning, med ordning: Da kan vi tdnka oss resultatet som en sa
kallad enkel lista — samma kula forekommer hogst en gang men vi skiljer
fortfarande mellan [1,2,3] och [3,2,1].
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utan aterlaggning

med aterliggning

(upprepning) (upprepning)
utan hansyn taget méngd multimangd
till ordning

ny\ n! n+k—1
k] (n—k)k n—1
med hansyn taget enkel lista lista
till ordning
n! B
n

(n—k)!

Figur 5: Urnmodellen. Vi drar k£ ganger fran en urna med n stycken kulor.

3. utan aterlaggning, utan ordning: Da kan vi tédnka oss resultatet som en
maéngd, dvs. samma kula féorekommer hogst en gang och vi skiljer inte mellan
{1,2,3} och {3,2,1}.

4. med aterlaggning, utan ordning: Da kan vi tdnka oss resultatet som en sa
kallad multiméngd — samma kula kan féorekomma mer dn en gang men vi
skiljer inte mellan (1,1,2) och (2,1, 1).

Med aterlaggning, med hansyn taget till ordning

Hur ménga mojliga sifferkombinationer finns det for ett vanligt cykellas med
fyra stycken sifferhjul dér varje hjul kan visa siffror mellan 0 och 97 Med hjalp
av multiplikationsprincipen far vi 10* = 10000 mojligheter.

Den allménna formeln for antalet mojligheter att dra k kulor fran en urna med

aterlaggning och med med hinsyn tagen till ordning ar n*.

Utan aterlaggning, med hansyn taget till ordning

Hur manga satt finns det att placera 5 personer pa 5 platser? Den forsta personen
kan valja mellan 5 platser, den andra personen kan vélja mellan 4 platser, och
sa vidare. Med hjalp av multiplikationsprincipen far vi 5-4-3-2-1 = 120
mojligheter.

En permutation ar ett satt att valja ut ett antal element ur en méngd utan
aterlaggning men med hansyn taget till ordning. I det enklaste fallet ordnar
man alla element i mangden. Antalet séitt att ordna (permutera) n stycken
element ges av n-fakultet:

nl=J[i=n-mn-1)--21

=1
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Fakultetsfunktionen kan definieras rekursivt:

ol 1 forn <1
 lntn—=1) forn>1

Hur manga satt finns det att placera 5 personer pa 3 platser? Vi kan i princip
anvinda samma resonemang som tidigare, men nu tar antalet platser slut efter
tre termer, dvs. vi far 5 -4 - 3 = 60 mojligheter.

Formeln for n! beskriver fallet da k = n (antalet platser ar lika med antalet
personer). I det allmédnna fallet géller denna formel for antalet séitt att vilja ut
k element ur en mangd bestaende av n element néar vi tar hédnsyn till ordning:

P(n,k) = n(n—1)(n—2)--(n—k+1) =

k stycken termer

(n—k)!

Utan aterlaggning, utan hansyn taget till ordning

I en pizzeria kan man véilja mellan 5 olika tillbehor till pizzorna. Hur manga
pizzor kan man baka med 3 olika tillbehor? Ett satt att se pa denna typ av
dragning ar att forst rdkna ut hur manga satt det finns att baka pizzor med
hansyn taget till ordning av tillbehoren och sedan dela med antalet satt att
permutera tillbehoren.

En kombination ér ett sitt att vilja ut ett antal element ur en mangd
utan aterldggning och utan hinsyn taget till ordning. Antalet siatt att valja
(kombinera) k stycken element ur en grundméngd bestaende av n stycken
element ar

P(n,k) n!
K (n—k)k!

C(n, k) =

Talet C'(n, k) har d&ven en annan notation:

ny n! lis: " dver k7
k’ = m as: 1 over

Uttrycket (Z) kallas binomialkoefficient. Detta namn kommer ifran att bi-
nomialkoefficienterna ér koefficienterna i utvecklingen av potenser av binomet

a+b:
(a+b)" = Z (Z) akpn—k

k=0

Som ett exempel kan man ta n = 2, som ger den vanliga kvadratregeln:

2
2 2 2 2
(v+y)? = } : (k;) hy2k = (0) 20y20 ¢ (1> ply? 14 (2> 22422 = 2 1 2yt

k=0



4.47 Visa att binomialkoefficienterna uppfyller féljande likheter:

0= @ 0= () (-0

Den sista likheten kan forklaras med att det finns lika manga satt att valja
vilka k element som ska tas ut ur mangden som att valja vilka n — k element
som ska vara kvar i mangden.
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