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Talfoljder och summor

Introduktion

En talfoljd ar en andlig eller odndlig upprakning av tal. De ingaende talen
kallas for talfoljdens element. Som exempel kan vi ta foljden av alla triangeltal:

1,3,6,10,15,21,28, 36,45, 55, ...

Vi kommer att skriva a; for det i:te elementet i en talfoljd. Vardet ¢ kallas
elementets index. Observera att vi borjar med index 1, inte med index 0 som
i Python.

Ibland kan man uttrycka en talféljd som en summa av elementen i en annan
talfoljd. I detta sammanhang anvinds summatecknet. Triangeltalen t.ex. far
man genom att addera de forsta elementen i f6ljden av alla (strikt positiva)

naturliga tal:
n
a, = Zz
i—1

Ett annat sitt att beskriva en talfoljd ar att anvinda en sluten formel. Med
en sadan formel kan vi berdkna elementen i talféljden direkt, utan att forst
berékna foregaende element. Héar ar en sluten formel for triangeltalen:

n(n+1
o _ D
2
Ett sétt att beskriva en talfoljd ar att anvanda en rekursiv formel. En sadan

formel tillater oss att berdkna talfoljdens element utifran ett eller flera av de
foregaende elementen. Héar ar en rekursiv formel for triangeltalen:

a, =

1 dan=1 (basfall)
a, ,+n dan>1 (rekursivt fall)

En av de mest kdnda talféljderna ér Fibonaccis talfoljd, som definieras
genom den rekursiva formeln F,, = F,,_; + F),_, med startvardena F| =1 och
F, = 1. Ibland definierar man ett extra startvirde Fy, = 0.
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Aritmetiska talféljder och summor

En talfoljd ar en aritmetisk talf6ljd om differensen mellan tva pa varandra
foljande element &r ett konstant tal d. En sadan talfoljd kan beskrivas med
den slutna formeln

a, =a; +(n—1)d
Ett enkelt exempel pa en aritmetisk talfoljd ar foljden av alla jamna naturliga

tal storre an eller lika med 2; i denna talféljd ar a; = 2, d = 2 och a,, =
24 (n—1)-2=2n.
I en aritmetisk talfoljd med 381 element ar det forsta elementet 7 och differensen

mellan tva pa varandra foljande element ar —2. Berdkna det sista elementet.

Lésning: Vi anvander den slutna formeln for aritmetiska talfoljder:

En aritmetisk summa ar en summa vars termer ar de forsta elementen i en
aritmetisk talfoljd. En sadan summa kan beskrivas med den slutna formeln
n(a, +a,)
n — T
Om vi som den underliggande talfoljden véljer f6ljden av alla (strikt posi-
tiva) naturliga tal (a; = i), sd ger oss denna formel den slutna formeln for
triangeltalen i 2.03.

Berédkna summan av de 100 forsta jamna naturliga tal storre an eller lika med 2.

Lésning: Talfoljden kan beskrivas med hjalp av den slutna formeln a,, = 2n
(se 2.06). Summan av de 100 forsta talen blir

100 - (24 2-100 200 + 20000

Geometriska talfoljder och summor

En talfoljd ar en geometrisk talféljd om kvoten mellan tva pa varandra
foljande element ar ett konstant tal k. En sddan talfoljd kan beskrivas med
den slutna formeln

a, = a k"t

Ett enkelt exempel pa en geometrisk talfoljd ar foljden av alla potenser av
talet 2; i denna talfoljd &r k = 2 och a,, = 1-2""1 =271,

En geometrisk summa ér en summa vars termer ar de forsta elementen i en
geometrisk talféljd. En sddan summa kan beskrivas med den slutna formeln
Sy = ? dar k # 1
Om vi som den underliggande talfoljden véljer féljden av alla potenser av talet 2

(a; = 2°71) s& ger oss denna formel den slutna formeln s,, = 2" — 1.
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Rekursion
I detta avsnitt tittar vi ndrmare pa rekursion som vi redan sett i 2.04.

En rekursiv funktion ér en funktion som anropar sig sjilv. Ett klassiskt
exempel ar funktionen som berdknar fakulteten for ett naturligt tal n > 1:

def f(n):
return 1 if n == 1 else n *x f(n-1)

Denna funktion skiljer mellan tva fall: om n = 1 returnerar den vardet 1; om
n > 1 returnerar den vardet n - f(n — 1), dar f(n — 1) ger fakulteten for talet
n — 1. Ett fall som innehaller ett rekursivt anrop kallas rekursivt fall; de
ovriga fallen kallas basfall.

For att en rekursiv funktion ska vara valdefinierad ar det viktigt att alla
rekursiva anrop sa smaningom leder till ett basfall; annars sdger man att
funktionen divergerar. Héar ar ett exempel pa en rekursiv funktion som
divergerar:

def foo(n):
return 1 if n == 1 else foo(n-1) + foo(n-2)

Nér man anropar funktionen med argumentet n = 2 kommer det rekursiva
anropet foo(n-2) inte leda till ett basfall. Foljande funktion déremot é&r
véldefinierad:

def fib(n):
return 1 if n == 1 or n == 2 else fib(n-1) + fib(n-2)

Denna funktion returnerar Fibonacci-talen fran 2.05.

Nér man skriver en rekursiv funktion for att lésa ett problem (som till exempel
att berdkna fakulteten for talet n) bryter man ned problemet i ett eller flera
mindre problem (berékna fakulteten for talet n — 1); de "enklaste” problemen
(fakulteten for talet 1) svarar mot basfallen. For att denna strategi ska fungera
maste man anta att ett rekursivt anrop gor vad det ska.

Induktion

Induktion &r en teknik for att visa att ett pastdende P(n) ar sant for alla
naturliga tal n € N, eller for alla tal storre 4n ndgot minsta tal n,. Mera allmant
kan man anvanda induktion for att visa egenskaper hos rekursiva strukturer,
som t.ex. rekursiva funktioner eller rekursiva datatyper sasom soktrad.



2.16

2.17

2.18

Malet med ett induktionsbevis ar att bevisa en utsaga pa formen
Pastaendet P(n) ar sant for alla n € N sddana att n > ny.

Pastaendet P(n) ar ett predikat, en pastdende vars sanningsvirde beror pa
vardet for variabeln n. Ett konkret exempel:

For alla n € N sadana att n > 1 galler att

I detta exempel kan vi skriva predikatet som

P(n): Zz = —n(n;— D

For att testa om utsagan (%) ar sann utan induktion skulle vi behéva ta
predikatet P(n), ersitta variabeln n med vart och ett av dess mojliga varden k
(alla naturliga tal k sddana att k > ng) och testa om den resulterande utsagan
P(k) ar sann. Eftersom det finns odndligt ménga naturliga tal skulle detta ta
oandligt lang tid.

Strukturen hos ett induktionsbevis

I detta avsnitt kommer vi ga igenom ett konkret exempel pa ett bevis av
utsagan (x) med hjalp av induktion. Ett fullstdndigt induktionsbevis har tre
rubriker:

Bevis: Har ska du visa att du har forstatt vilken variabel det ar som kan ta
oandligt manga varden. Du skriver helt enkelt: "Induktion 6ver n.”

Basfall: Har ska du visa tva saker:

1. Du har identifierat det minsta mojliga vardet for variabeln n. Ovan har jag
kallat detta virde for ny. I manga fall ar ny, = 0; for (x) ar ny, = 1.

2. Pastaendet giller for detta vérde, dvs. den utsaga som du far genom att
ersatta n med véardet ng ar sann.

Du ska skriva:
Jag visar att pastaendet géller da n = ng, dvs. att P(ng).

Istéllet for P(ng) ska du skriva ut den konkreta utsagan du far nar du tar
predikatet P(n) och ersatter induktionsvariabeln med vérdet n,. For utsaga

():
Jag visar att pastaendet galler da n = 1, dvs. att

L1141
S i- (2 )

=1
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Induktionssteg: Hir ska du visa att om pastaendet géller for nagot godty-
ckligt viarde k > ny, sa galler det &ven for virdet k + 1. Du ska skriva:

Lat k > ny. Jag antar att pastaendet giller da n = k, dvs. att
P(k). Jag visar att pastaendet géller aven da n = k + 1, dvs. att
P(k+1).

Istallet for P(k + 1) ska du skriva ut den konkreta utsagan du far nir du tar

predikatet P(n) och ersitter induktionsvariabeln med vérdet k + 1. Konkret
for (x):

Lat k > n,. Jag antar att pastaendet galler da n = k, dvs. att
Xk:@' _ k(k+1)
—~ )
=1

Jag visar att pastaendet galler aven da n = k + 1, dvs. att

%i C(k+D)(k+2)

i—1 2
Sedan ska du verifiera att pastaendet verkligen géller for detta varde. I detta
steg far du — och behdéver i princip alltid — anvanda induktionsantagandet, dvs.
utsagan P(k). Du ska tydligt markera det steg i berdkningen d& du anvéinder
induktionsantagandet med forkortningen IA.

Exemplariskt bevis

Nedan foljer ett fullstandigt exemplariskt bevis for utsaga (). Notera att jag
anviander "jag”-formen. Jag rekommenderar att du ocksa anvander den formen;
da blir det latt for den som granskar uppgiften att forsta hur du tanker och
vad du gor i varje steg.

Bevis: Induktion 6ver n.

Basfall: Jag visar att pastaendet géller da n = 1, dvs. att

21:@—1'(1“)
=1 B 2

Termen till vanster om likhetstecknet ar lika med 1. Termen till hoger om
likhetstecknet ar lika med % = 1. Termerna &r alltsa lika.



2.22 Induktionssteg: Lat k > n,. Jag antar att pastaendet galler da n = k, dvs.
att

(IA)

K . Kkt 1)
=1 N 2

(2

Nu visar jag att pastaendet géller da n = k + 1, dvs. att

ML (kD) (k42
ZZZ( )2( )

=1

Jag forenklar termen till vinster om likhetstecknet:

k+1 k 2 2
. ) i k(k+1) 2 +k 2k+1) k2+3k+2
V ;lz (51 z) +(k+1) 5 (k+1) PR 5

Jag forenklar termen till hoger om likhetstecknet:

k+1)(k+2)  k*+43k+2
2 N 2

HL:<

Termerna ar alltsa lika.

Tips i samband med induktionsbevis

2.23 Borja garna med att kontrollera om pastaendet kan stdmma for sma varden
av n. Om du har gjort sidana kontrollrdkningar kan du hénvisa till dem i
basfallet.

2.24  Nar du bevisar en likhet, forenkla da de tva termerna till vanster och hoger
om likhetstecknat separat ifran varandra; skriv inte ekvivalenser som i detta

exempel:
"“ii_(mm(mz) L. FP4skt2 K 43k+2
2 2 2 2

Detta format ar daligt eftersom det ar svart att se vilka regler du anvént for
att forenkla termerna, bl.a. var du anvant induktionsantagandet.

2.25 Ibland kan det bli enklare att anta att pastaendet galler for n = k — 1 och visa
att det da ocksa géller for n = k. Men da maste du valja kK — 1 > n,.

2.26  Ibland récker inte den vanliga induktionsprincipen enligt vilken man gar fran
ett naturligt tal (n = k) till det nasta (n = k+ 1). Da kan man forsoka
anvianda den sa kallade starka induktionsprincipen enligt vilken man antar att
pastaendet galler for alla n sddana att n > ny och n < k och visar att det da
aven géller for k + 1.
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Sambandet mellan rekursion och induktion

Som vi redan namnt si finns det ett niara samband mellan rekursion och
induktion. Vi illustrerar detta samband med hjalp av ett exempel.

Schack ar ett vildigt gammalt spel. Dess tidigaste foregangare uppstod i Indien
pa 500-talet, alltsa ungefar for 1500 ar sedan. Det finns en legend kopplad till
spelet: Nar spelets uppfinnare visade upp schackspelet till landets hérskare
blev denne sa belaten att han sa at uppfinnaren att sjalv vilja sin beloning.
Uppfinnaren, som var valdigt smart (lite for smart, som det senare skulle
visa sig) onskade sig ett riskorn fér den forsta rutan pa schackbrddan, och
for varje annan ruta pa briadan dubbelt sd& manga riskorn som pa foregaende
ruta. Harskaren tyckte att denna onskan lat véildigt modest och beordrade sin
kammarherre att rdkna ut hur manga riskorn det skulle bli totalt och ldmna
over riset till uppfinnaren.

Var uppgift ar att gora kammarherrens rakning. Strategin ar denna: Vi ska
forst rdkna ut hur manga riskorn som ligger pa ruta n (for godtyckliga virden
av n), och sedan lagga ihop alla dessa vérden till en summa.

Vi boérjar med att ge en rekursiv definition for antalet riskorn pa ruta n, da
n > 1. Vi betecknar detta virde som r(n).

r(n) =

1 formn =1 (ett riskorn pa ruta 1)
2-r(n—1) férn>1 (dubbla antalet som pa ruta n — 1)

Vi pastar att r(n) = 271 giller for alla naturliga tal n > 1. Vi bevisar detta
med induktion 6ver n.

Basfall. Vi maste visa att pastaendet ar sant for n = 1. I det har fallet ar det
bara att rdkna: Genom att anvinda definitionen for r(n) far vi (1) = 1, och
2171 = 1. Bada leden av ekvationen har alltsd samma virde.

Induktionssteg. Vi maste bevisa att, om pastaendet ar sant for nagot k > ng,
sa ar det aven sant for k£ + 1. Lat darfor k > n, och anta att pastaendet ar

sant for n = k, dvs. att
r(k) = 2k-1 (IA)

Vi maste visa att pastaendet géller for n = k + 1, dvs. att
r(k+1) =20k+1)-1

Hoégerledet kan forenklas till 2. Vi forenklar vinsterledet:

VL=rk+1) =2 r(k) (definition av r(n))
=2.2k1 (IA)
=2k (potensréikning)



2.31

2.32

2.33

I det bevis som vi just gjorde motsvarade basfall och induktionssteg de tva fallen
i definitionen av den rekursiva funktionen r(n). I den rekursiva funktionen r
anropar vi r(n — 1) och forlitar oss pa att detta anrop ger oss antalet riskorn
pa ruta n — 1. I induktionsbevis reducerar vi beviset for r(n) till beviset for
r(n—1) och antar att vi redan kunnat bevisa det aktuella pastaendet for detta
enklare problem.

Visa att foljande géller for alla naturliga tal n > 1:

n

d or(i)y=2"-1

i=1

Losning: Induktion 6ver n. Vi visar forst att pastaendet géller da n = 1

(basfall):
1

VL: ) r(1)=1 HL: 2'—1=2-1=1
i—1
Nu antar vi att pastaendet géller for ett godtyckligt virde k > 1 och visar att
det da ocksa géller for virdet k + 1 (induktionssteg). Genom att substituera
k + 1 for n och anvianda induktionsantagandet (IA) far vi

k+1 k+1 k A
Zr(,l> — 221'71 — (Z 211) 4 2k+171 I: 2k S 2k: — 2k+1 -1

i=1 i=1 i=1
vilket ar vad vi ville bevisa.
Antalet riskorn pa en schackbriada med 64 rutor &r
204 1 = 18446744073709551615 ~ 18,4 triljoner

Det gar ungefar 48 000 riskorn pa ett kilo ris. Man kan da rakna ut att 18,4
triljoner riskorn motsvarar ca. 384,3 gigaton (384,3 - 10° ton) ris. Virldspro-
duktionen ris &r 2009 var 678 megaton (678 - 10° ton). Vildigt grovt kan man
alltsa sdga att antalet ris pa en schackbrada skulle vara ungefar 1000 ganger
sa mycket som produceras i hela varlden pa ett ar. Néar kungens kammarherre
hade beréattat detta for kungen lat denne hugga av uppfinnarens huvud for att
sétta stopp for dennes matematiska frackhet.



