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Grunder i matematik och logik (2021)

Introduktion

Marco Kuhlmann och Victor Lagerkvist

Bubbelsortering ér en enkel sorteringsalgoritm. Vi gar igenom den lista som
ska sorteras upprepade ganger fran borjan till slutet och jamfor intilliggande
element. Nér tva element ligger i fel ordning byter vi plats pa dem. Efter varje
genomgang kommer ett nytt element fran listan att ha "bubblat upp” till sin
ratta plats, varvid antalet element som vi behéver ga igenom i nésta vanda
minskar med ett.

Sa har ser den forsta genomgangen av bubbelsorteringen ut for listan 2461 3 5.
En jamforelseoperation markeras med en fargad ruta: gron om elementen ligger
i ratt ordning, réd om de behéver byta plats.

246135 — 246 135 — 246135 — 241635 — 2413 65

Efter den forsta genomgangen har det stérsta elementet i listan (6) “bubblat
upp” till sin ratta plats; i ndsta genomgang behover vi darfor endast sortera
dellistan 2413 5. Vi kan dra ett streck mellan den osorterade och den sorterade
delen av listan.

24 135|6 — 241 35(6 — 2143 5|6 — 213 45 |6

Den del av listan som behéver sorteras blir kortare med varje genomgang, tills
den bestar av endast ett enda par av intilliggande element:

21 34|56 — 123 4|56 — 12 34|56 (genomgang 3)
12 3]456 — 123|456 (genomgang 4)
123456 (genomgang 5)

Nér vi analyserar effektiviteten hos en sorteringsalgoritm vill vi veta hur manga
jamforelseoperationer vi behéver gora i forhallande till listans ldngd. I det
konkreta exemplet hade vi kunnat avbryta sorteringen efter genomgang 4, da
vi inte behovde byta plats pa nagon av elementen. I samband med effektivi-
tetsanalyser ar vi dock ofta intresserade av det vérsta fallet (eng. worst case
analysis). Om vi tar med dven omgéang 5 sa var antalet jamforelseoperationer

S5+4+3+2+1=15.



0.04

0.05

0.06

0.07

Vad kan vi nu saga om antalet jamforelseoperationer som vi behover gora nér
vi bubbelsorterar en lista med ett godtyckligt antal element? Ett sitt att svara
pa denna fraga dr att skriva en Python-funktion b ("bubbelsortering”) som
tar antalet element i listan som argument och returnerar det totala antalet
jamforelseoperationer:

def b(n): # computes n-1 + ... + 1
s =0
for i in range(n-1, 0, -1): #n-1, ..., 1
s += i
return s

Sa hér ser talen ut for listor med upp till 10 element:

n 123 4 5 6 7 8 9 10
bm) 0 1 3 6 10 15 21 28 36 45

Python-funktionen b summerar talen mellan n — 1 och 1 i omvéand ordning.
Koden blir mer kompakt om vi summerar i vanlig ordning:

def b(n): # computes 1 + ... + n-1
s =0
for i in range(l, n): # 1, ..., n-1
s += 1
return s

Annu mer kompakt blir den néir vi anvinder en generator:

def b(n):
return sum(i for i in range(l, n))

Om vi vill definiera samma funktion matematiskt kan vi anvinda summano-
tationen:

n—1

Bn)=Y"i (=1+-+(n—1)

i—1
Summasymbolen kommer fran den stora grekiska bokstaven X' (sigma). Nota-
tionen utlases "summa ¢, da ¢ gar fran 1 till n — 1”. Variabeln ¢ 4r en "lokal
variabel” pa samma sétt som i var i Python-koden. Observera att granserna
for ¢ ar inklusiva, dvs. det minsta virdet for ¢ dr 1 och det storsta &r n — 1.1

I fortsattningen dr det mera naturligt att inte arbeta med funktionen b, som
ger summan av talen mellan 1 och n — 1, utan med en funktion t, som ger
summan av talen mellan 1 och n:

T Pythons range éir den andra grinsen exklusiv.
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® o0
o (L 000
o o0 000 0000
o o0 000 0000 00000
[ o0 00 0000 00000 000000
(a)n=1 (b)yn=2 (c)n=3 (d) n = (e)n=5 (f)n=6

Figur 1: Illustrationer for de sex forsta triangeltalen.

def t(n): # computes 1 + ... + n
return sum(i for i in range(1l, n+1)) #1, ..., n

Samma definition med summanotation:
T(n):Zi (=14+--+n)
i—1
Sa héar ser talen ut for virden mellan 1 och 10:
n 123 4 5 6 7 &8 9 10
Tn) 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55

De viarden som funktionen T returnerar kallas triangeltal. Namnet kommer
av att man for dessa tal kan bilda trianglar som i figur 1. Varje punktrad i en
sadan triangel svarar mot ett av talen mellan 1 och n.

Har ar en annan definition av t som anvander rekursion:

def t(mn): # computes 1 + ... + n (recursively)
return 1 if n == 1 else t(n-1) + n

Samma definition med matematisk notation:

1 =1
T(n) = om n
T(n—1)4n omn>1

For att overtyga oss om att denna definition dr korrekt kan vi titta pa figur 1
igen: Varje triangeltal kan plockas isér i en mindre triangel (gra punkter), vars
storlek ges av termen T'(n — 1), och en sista rad (roda punkter), vars storlek
ges av termen n.

Hér ar ytterligare ett siatt att definiera funktionen t:

def t(n): # computes 1 + ... + n (using a closed formula)
return n * (n+1) / 2
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Figur 2: Ett grafiskt bevis pa att T'(5) = 15.

Samma definition med matematisk notation:

n-(n+1)

T(n) = 5

Av de definitioner som vi sett hittills 4&r denna med god marginal den mest
effektiva och darfor valdigt attraktiv. Déaremot ar det inte alls uppenbart att vi
med denna definition faktiskt rdknar ut ratt virde. Hur kan vi da bevisa att
den ar korrekt?

Ibland kan man bevisa ett pastaende med hjialp av en bild. Sag till exempel
att vi vill 6vertyga oss om att formeln i 0.09 stdmmer for n = 5, dvs. att

5-(54+1) 56
2 2

Vi ritar det tionde triangeltalet som i den gra delen av figur 2: férsta raden
bestar av en punkt, andra raden bestar av tva punkter, och sa vidare. Nu
kopierar vi denna figur (réda punkter), vrider den 180 grader och sétter den
bredvid den forsta. Punktraderna formar nu en rektangel bestaende av 5-6 = 30
punkter. Detta antal behéver vi dela med 2, eftersom det triangeltal som vi vill
rakna ut ju finns representerat tva ganger. Detta ger oss virdet 15. Samma idé
fungerar uppenbarligen med godtyckliga varden pa n: Istallet for 5 rader har
vi da n rader, istallet for 6 kolumner (n + 1) kolumner. Dérmed har vi bevisat
formeln i 0.09 for godtyckliga virden pa n.

T(5) = 15.

Ett grafiskt bevis kan vara valdigt snyggt men ar tyvérr inte alltid tillgangligt.
En mera generell och mycket kraftfull metod att bevisa formler sasom den
for triangeltalen ér ett induktionsbevis. Har utgar vi ifran den rekursiva
definitionen i 0.08, vars korrekthet vi redan 6vertygat oss om. Denna definition
skiljer mellan tva fall: ett fall da n = 1 och ett fall da n > 0.

1. Vi borjar med fallet da n = 1. I detta fall sdger den rekursiva definitionen
att t(n) = 1, och formeln i 0.09 sdger att T'(n) = 1-(1+1)/2 = 1. For
detta fall stdmmer alltsa den rekursiva definition och formeln éverens med
varandra.

2. Hur ser det ut i fall att n > 17 Da sdger den rekursiva definitionen att
tn) =t(-1) +n (1)

Nar vi exekverar koden i Python antar vi att det rekursiva funktionsanropet
t(n-1) gor vad det ska — att det returnerar summan av talen mellan 1 och
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n — 1. P4 samma sitt antar vi nu att vi redan har bevisat formeln for detta
anrop, dvs. att

n—1-(n—1)+1) (n—1)-n n?-—n

t(n-1) =T(n—1) = 5 = 5 == (%)

Denna ekvation stoppar vi in i den rekursiva definitionen (t):

« n?—n n2—n 2n n?4+n n-(n+1)
t =t(n-1 = = — = =
(n) (n-1) +n 5 tn 5t 5 5

Darmed har vi bevisat att den rekursiva definitionen och formeln i 0.09
stimmer 6verens med varandra dven i det andra fallet, vilket avsluter beviset.

Poidngen med den héar foreldsningen ér att visa att matematiska resonemang
behovs for att bevisa att kod gor vad den ska. Sadana resonemang kan spara
oss en massa exekveringstid, en massa rader kod och darmed dven en massa
potentiella fel. Det ar darfor ni ldser den héar kursen.



