TDPO015 Grunder i matematik och logik (2021)

Tentamen 2021-05-31

Examinator: Victor Lagerkvist

Denna tentamen bestar av tva delar, del A och del B.

Del A bestar av 5 fragor a 3 poang (totalt 15 poéang). Dessa fragor testar
din kunskap om de grundlaggande begrepp och procedurer som behandlas
pa kursen. De kraver endast korta svar, sdsom en utriakning, en kort
text eller ett diagram. Helt okommenterade svar ger dock i regel 0
poang. Det kravs minst 12 poang pa denna del for att del B ska rattas.

Del B bestar av 3 fragor a 6 poang (totalt 18 podng). Dessa fragor testar
din kunskap om kursens mera avancerade begrepp och procedurer samt din
problemldsningsformaga. De kraver utforliga redovisningar med korrekt
notation och terminologi.

Betyget pa tentamen sétts enligt foljande schema:

—11 |
poang i del A 0 U 06 3
12-15 713
——————— poéang i del B 4
14-18
. - 5

Lycka till!
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01

Del A

Logik och mangdlara

a)

Ség att en sats B ar en logisk konsekvens av en sats A om A — B ér en
tautologi. Avgdr om

ar en logisk konsekvens av

(p—q) (A)

Anvind sanningsvirdestabeller. Skriv en kolumn for varje delsats, dven
for de delsatser som du tycker ar triviala.

Facit: Ja, B ar en logisk konsekvens av A, vilket kan bevisas genom att
stalla upp en sanningstabell for A — B och se att det ar en tautologi.
Man kan dven notera att dessa satser till och med &r logiskt ekvivalenta.

Avgor om foljande satser ar tautologier, kontradiktioner eller ingendera.
Om en sats ar en kontradiktion eller en tautologi maste du bevisa det
med hjélp av en sanningstabell. Om en sats varken ar en tautologi eller
en kontradiktion rdcker det med att producera tva sanningstilldelning-
ar som bevisar detta (det vill sdga, en satisfierande tilldelning och en
falsifierande).

i) pAgAN(pAg—T)
i) (Vg APV —=g)AN(=pVq)A(—pV—q).
Facit:

i) Varken eller: en satisfierande delning fas om nagon av dessa
tilldelning fas om p, ¢, och r, ar ar falska.

sanna, och en falsifierande till-
ii) Kontradiktion.

Lat A, B,C C N vara tre godtyckliga mangder av naturliga tal. Vilka av
foljande pastaenden ar sanna, respektive falska?

i) Om A C Beller A C C sa stammer det dven att A C BU C.

ii) Om A C B och A C C sa stammer det dven att A C BN C.
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iii) A C Beller A C B°.
Motivera dina svar: endast ja-/nejsvar ger i regel 0 poang.
Facit:

i) Ja (om A C Bsaar A C BUC eftersom B C B U C, och pa
motsvarande satt stdmmer det att A C BUC om A C O).

ii) Ja, kan visas pa motsvarande sitt som foregaende uppgift.

iii) Nej (1at exempelvis A = {1,2} och B = {1}. Da stammer det varken
att A C Beller AC B¢ =1{2,3,...}).
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02 Rekursion och induktion

a) Har ar en aritmetisk talfoljd: 1,3, 5, ....
i) Hur manga element i talfoljden ar (strikt) mindre &n 1007

ii) Berdkna summan av dessa tal (det vill sdga, summan av alla tal i

sekvensen som ar strikt mindre dn 100).

Facit:
i) 50, eftersom az, = 99.

i) 2500.

b) Har ar en geometrisk talfoljd: 2,6, 18, ....
i) Bestdm ag.
ii) Bestam Zi:1 ay.
iii) Hur manga element i talféljden &r (strikt) mindre &n 100007
Facit:
i) 4374.
i) 6560,
iii) 8.

¢) Anvéind induktion for att visa att foljande géller for alla naturliga tal

n>1:
ni:lz’ _n?+3n+2
i=1 2
Facit:

» Basfall: VL =Y 1"!i=3 HL = § =3

o Induktionssteget: anta att pastaendet stdmmer for £ > 1. Vi visar
att det aven stdmmer for £+ 1. VL: Zf:lzz = Zf:ll i+ (k+2) =14
k2+gk+2 +(k+1) = k2+gk+2 + 2(k2+1) — k’43k4+242k42 _ k:2+gk:+6‘

2
k24+5k+6
5 .

HL: (k+1)243(k+1)+2 _ k242k+14+3k+3+2
: 2 - 2
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03 Talteori

a)

For ett positivt heltal a betecknar s(a) summan av alla dess positiva
delare, med undantag av talet sjélv. Exempel: s(12) = 14-2+3+4+46 = 16.
Talet a kallas

fattigt om s(a) < a, rikt om s(a) > a, perfekt om s(a) = a.
i) Vilka tal i intervallet 1 till 10 ar fattiga, rika, respektive perfekta?
ii) L&t p > 2 vara ett primtal. Ar p fattigt, rikt, eller perfekt?

Facit:
i) 6 ar perfekt. Alla andra tal i intervallet &r fattiga.
ii) Eftersom ett primtal inte har nagra delare, férutom sig sjilv och 1,

maste ett primtal alltid vara fattigt.

Lat k > 0 vara ett naturligt tal. For tva tal n,m € {0,1, ...,k — 1}, sig
att m ar en additiv invers till n (mod k) om n +m = 0 (mod k). For
k = 3, vilka tal 0 < n < 2 har en additiv invers (mod 3)? Motivera ditt
svar.

Facit:  Alla tal: 0 &r sin egen additiva invers, och 2 &r additiv invers till
1, och 1 ar additiv invers till 2.
For alla a,b € N lat sgd(a, b) beteckna den storsta gemensamma delaren
till @ och b. Da galler:
i) sgd(a,0) =a
ii) sgd(a,b) =sgd(b,a)
iii) sgd(a,b) = sgd(a — b,b)

Med hjilp av dessa regler (och ingenting annat), visa att 11 och 29 ar
relativt prima.

Facit:  sgd(11,29) = sgd(29,11) = sgd(29 — 11,11) = sgd(18,11) =
sgd(18 —11,11) = sgd(7,11) = sgd(11,7) = sgd(11—7,7) = sgd(4,7) =

sgd(7,4) = sgd(7 — 4,4) = sgd(3,4) = sgd(4,3) = sgd(4 —-3,3) =
sgd(1,3) = sgd(3,1) = sgd(3 — 1,1) = sgd(2,1) = sgd(2 —1,1) =
sgd(1,1) =sgd(1—1,1) =sgd(0,1) =sgd(1,0) = 1.
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04 Kombinatorik och sannolikhetslara

Svara med ett konkret tal eller ett forenklat brak, inte med en formel!

a) Betrakta losenord dar tillatna tecken ar (1) en stor eller liten bokstav
ur det engelska alfabetet 26 tecken, och (2) siffror mellan 0 och 9. Vi
betraktar alltsa “Hej123” och “hej123” som tva olika losenord.

i) Hur manga olika lésenord av lingd 6 finns det?

ii) Hur méanga losenord av langd 6 finns det om vi kraver att varje
16senord har minst (1) en liten bokstav, (2) en stor bokstav, och (3)
en siffra?

iii) Finns det fler eller farre l6senord av den senare typen?
Facit:

i) (264+26+10)% = 56800235584 (26)% = 33293892800

ii) (26+26+10)%—(26+10)5— iii) Farre, eftersom inte alla kom-
(26+10)%—(26+26)%+(26)%+ binationer nu ér tillatna.

b) Anta att vi vill sidtta ihop ett lag bestdende av 4 personer och har
10 idrottare att utga ifran. Anta att det bland dessa idrottare finns 1

idrottare som ar samre dn alla andra.
i) Pa hur manga sitt kan vi vélja lag bestaende av 4 personer?

ii) Hur méanga lag (bestdende av 4 personer) innehaller inte den sdmsta
idrottaren?

Facit:
i) 210. i) 126.
c) 51% av alla vuxna invanare i Rokképing ar mén; resten ar kvinnor. En
vuxen invanare blir slumpmassigt utvald for att delta i en enkét.

i) Utan nagon vidare information, hur stor &r sannolikheten for att

den utvalda personen ar en kvinna?

1Vi tar forst bort 16senord som inte uppfyller kravet, men sen maste vi ligga till saker som
vi har tagit bort flera gdnger (exempelvis losenord som endast innehdller sma bokstéver).
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Facit: 0,49

ii) Du far veta att den utvalda personen roker. Du vet att andelen rokare
bland de vuxna méannen i Rokkoping ar 9,5% och att andelen rokare
bland de vuxna kvinnorna ar 1,7%. Hur stor ar da sannolikheten

for att den utvalda personen ar en kvinna?

Facit: =~ 0,15.
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05 Grafteori

a) Har ar en graf:

i) Ange en Eulerviag genom grafen, eller svara "finns ej”.

ii) Har grafen en Eulercykel? Om inte, vad ar det minsta antalet bagar
som du behover lagga till i grafen for att skapa en Eulercykel? Mellan
vilka noder méaste dessa bagar i sa fall ga?

Fuacit:
i) F-E-B-C-F-D-H-A-D-C-A-B

ii) en bage, mellan B och F

b) Hér ar en viktad graf:

A

0\ s
N/

e
<

D

V4

i) Anvind ndrmaste granne-metoden for att finna en Hamiltoncykel i

grafen som borjar i nod A. Ange dven cykelns totalkostnad.

ii) Anvand Kruskals algoritm for att finna ett minimalt uppspannande
trad i grafen. Ange dven triadets totalkostnad.
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Facit:
i) Hamiltoncykel: A-C-E-D-B-F-A. Totalkostnad: 30.

ii) Ett minimalt uppspédnnande trad kan konstrueras med totalkostnad
11.

¢) En fullstindig graf ar en oriktad graf dér samtliga par av noder har en

bage mellan sig.
i) Har varje fullstandig graf en Eulervig?
ii) Har varje fullstindig graf en Eulercykel?

iii) Har varje fullstdndig graf en Hamiltoncykel? Tips: konstruera en
fullstdndig graf med ett litet antal noder och férsok att konstruera
en Hamiltoncykel. Kan du med detta exempel sdga nagot om det
generella fallet?

Motivera dina svar: endast ja-/nejsvar ger i regel 0 poing.
Facit:

i) Nej.

ii) Nej.

iii) Nej, eftersom den fullstdndiga grafen med 2 noder inte har en cykel.
Ett korrekt resonemang for det generella fallet med mer an 3 noder,
da grafen alltid har en cykel, har dock ocksa gett poang.
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Del B

06 Avancerad sannolikhetslara och induktion

a) Anta att vi gor n experiment med aterlaggning dar sannolikheten for
ett positivt utfall &r 0 < p < 1, och sannolikheten for ett negativt utfall
ar 1 —p. Lat P, beteckna sannolikheten att ett jdmnt antal experiment
lyckas bland de n experimenten. Visa att

Pn :p(l_Pn—l) + (l_p)Pn—l

for alla n > 1.

b) Visa (med induktion) att

for alla n > 1.

Tydliga motiveringar/bevis kravs for att ge poang.

07 Avancerad logik

Vi borjar med att definiera foljande koncept.

a) En literal &r antingen en negerad atomar sats (—p) eller en atomér sats
(p). Vi kallar de forstnamnda for negativa literaler och de sistndmnda for
positiva literaler.

b) En klausul (efter engelskans clause) &r en disjunktion av literaler.
¢) En Horn-klausul &r en klausul som innehéller som mest en positiv literal.

d) En Horn-databas ar en konjunktion av Horn-klausuler.

Svara pa foljande fragor.
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a)

b)

a)

b)

Ge ett exempel pa en Horn-databas med minst tva Horn-klausuler.

Lat Pvara en Horn-databas 6ver atomara satser py, ..., p,, och lat foch g
vara tva satisfierande tilldelningar. Stammer det att funktionen definierad
som

h(p;) = f(p;) vV 9(p;)

for varje p, € {py, ..., p, } ocksa satisfierar P?

Lat Pvara en Horn-databas 6ver atomara satser py, ..., p,, och lat foch g
vara tva satisfierande tilldelningar. Stdmmer det att funktionen definierad
som

h(p;) = f(p;) A g(p;)

for varje p; € {py,...,p,, } ocksa satisfierar P?

Tydliga motiveringar kravs for att ge poang. Om du exempelvis tror att ett
pastaende ar falskt behover du styrka det genom ett konkret motexempel, och
om du tror att det ar sant behéver du bevisa det.

Avancerad grafteori

Lat G = (V, E) vara en oriktad graf 6ver en nodméngd V och en bagméangd E,
och lat k£ > 0 vara ett naturligt tal. Sag att G ar k-fargningsbar om det existerar
en funktion f fran nodméngden till {1,...,k} sd att {v,v'} € E innebér att
f(v) # f(v')?%. Definiera nu firgningstalet till en graf G (F(G)) som det minsta
k > 0 sa att grafen ar k-fargningsbar.

Visa att 1 < F(G) < |V| for varje oriktad graf G = (V, E).

En klick i en graf G = (V, E) ar en delméngd av noder V' C Vsa att
varje par av noder i V'’ har en bage mellan sig. Visa att om G innehaller
en klick med & noder sé stdmmer det att F(G) > k.

Tydliga motiveringar kravs for att ge podng. Om du exempelvis tror att ett
pastaende ar falskt behover du styrka det genom ett konkret motexempel, och
om du tror att det ar sant behéver du bevisa det.

2Det vill séiga, kan varje nod associeras med en firg (av k givna firger) si att tva intilliggande

noder alltid far olika farger?
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