TDPO015 Grunder i matematik och logik (2020)

Tentamen 2020-06-01

Examinator: Victor Lagerkvist

Denna tentamen bestar av tva delar, del A och del B.

Del A bestar av 5 fragor a 3 poédng (totalt 15 podng). Dessa fragor testar din kunskap
om de grundldggande begrepp och procedurer som behandlas pa kursen. De kriver
endast korta svar, sasom en utrikning, en kort text eller ett diagram. Det krévs
minst 12 podng pa denna del for att del B ska rattas.

Del B bestar av 3 fragor a 6 poang (totalt 18 podng). Dessa fragor testar din kunskap
om kursens mera avancerade begrepp och procedurer samt din problemlésnings-
formaga. De kriver utforliga redovisningar med korrekt notation och terminolo-

gi.

Betyget pa tentamen sitts enligt foljande schema:

0-11 0-6

podngidel A U — 3
12-15 7-13

podng idel B 4
14-18

Lycka till!



01

Del A

Logik och mangdlara

a)

b)

Ség att en sats B dr en logisk konsekvens av en sats A om A — B ér en tautologi.
Avgor om
p (B)
ar en logisk konsekvens av
(a—=p)Ag (4)

Anvind sanningsvérdestabeller. Skriv en kolumn for varje delsats, aven for de
delsatser som du tycker dr triviala.

Facit: Ja, B ar en logisk konsekvens av A, vilket kan bevisas genom att stilla
upp en sanningstabell for A — B och se att det ér en tautologi.

Avgor om foljande satser dr tautologier, kontradiktioner eller ingendera. Om
en sats dr en kontradiktion eller en tautologi maste du bevisa det med hjilp
av en sanningstabell. Om en sats varken dr en tautologi eller en kontradiktion
racker det med att producera tvd sanningstilldelningar som bevisar detta (det
vill sdga, en satisfierande tilldelning och en falsifierande).

)p—=q—p
i) (pVagVr)A(pVgVs)A(=pV—qgV—-r)A(=pV gV -s)
Facit:

i) Beror pa om man ldser implika- alternativen har gett podng.
tionen fran vanster till hoger el-
ler frdn hoger till vanster. Bigge  ii) Varken eller.

Lat A, B C N vara tva godtyckliga méngder av naturliga tal. Stimmer det
(alltid) att
(AN B)¢ = A°U B°?

Motivera ditt svar genom att rita upp tvd Venn-diagram, ett for (A N B)¢, och
ett for och A° U B¢, som styrker ditt pastaende.

Facit: Ja, pastdendet stimmer alltid, och kan visas med hjélp av Venn-diagram.

2.(9)



02 Rekursion och induktion

a) Uttrycket 11 + 20 4 --- + 299 &r en aritmetisk summa.
i) Hur manga termer finns i summan?

ii) Berdkna summans virde.

Facit:
i) 33 termer (a; = 11,d =9).

ii) 5115.

b) Har ér en geometrisk talfoljd: 3,6, 12, ....

i) Bestam a.

. . 10

ii) Bestdim ), _ ay.

iii) Hur manga element i talfoljden ar (strikt) mindre dn 5000?

Facit:

i) 1536.

ii) 3069.

iii) 11.

¢) Anvind induktion for att visa att foljande galler for alla naturliga tal n > 1:

n+1

3n%+9
=2 2

Facit:
. — V2 P — — 349 _
o Basfall: VL = E o 37 =6, HL = 5 = 0.

o Induktionssteget: anta att pastaendet stimmer for £ > 1. Vi visar att
; " , k42 o k+1 g
det dven stdimmer for k + 1. VL: 37 "3i = >°7 3i + 3(k + 2) =
314:2;971 +3k+6 = 3k:22+9k: + 6k42rl2 _ 3k:2+9k:2+6k+12 _ 3k2+125k+12. HL:
3(k+1)%49(k+1) _ 3(k*+2k+1)+9k+9 _ 3k24+6k+3+9k+9 _ 3k2+15k+12
2 = 2 = 2 - 2 .




03 Talteori

a)

b)

c)

Vilka jamna heltal mellan 0 (inklusive 0) och 30 (inklusive 30) kan skrivas som

en summa av tva (inte nédvandigtvis olika) primtal?

Facit: Alla forutom 0 och 2. Den sa kallade Goldbach-hypotesen postulerar att
detta dr mojligt for alla jamna heltal storre én 2.

Vilken veckodag har vi om tusen dagar (under forutsittningen att det &r mandag
idag)?

Facit: Sondag (1000 mod 7 = 6, sa vi lagger till 6 dagar frin mandag).

For alla a, b € N lat sgd(a, b) beteckna den storsta gemensamma delaren till a
och b. Da giller:

i) sgd(a,0) =a
ii) sgd(a,b) = sgd(b,a)
iii) sgd(a,b) = sgd(a — b,b)

Med hjilp av dessa regler (och ingenting annat), visa att 10 och 21 &r relativt
prima.

Facit:  sgd(10,21) = sgd(21,10) = sgd(21 — 10,10) = sgd(11,10) =
sgd(1,10) = sgd(10,1) = sgd(9,1) = sgd(8,1) = ... = sgd(0,1) = 1.



04 Kombinatorik och sannolikhetslara

Svara med ett konkret tal eller ett forenklat brak, inte med en formel!

a)

b)

c)

En byte ér en sekvens av 8 bitar (dér varje bit kan vara o eller 1).
i) Hur manga bytes innehaller exakt 2 ettor?

ii) Hur manga bytes innehaller atminstone 6 ettor?

Facit:

i) 28. ii) 37.

Anta att vi vill sitta ihop ett lag bestdende av 5 personer och har 12 idrottare att
utgd ifran. Anta att det bland dessa 12 idrottare finns 1 idrottare som ar saimre
an alla andra, och 1 idrottare som r béttre 4n alla andra.

i) Pa hur manga sitt kan vi vélja lag bestaende av 5 personer?

ii) Hur manga lag (bestaende av 5 personer) innehaller bade den basta och
den samsta idrottaren?

Facit:

i) 792. ii) 120.

Ett forsdkringsbolag bestimmer sig for att dela upp sina kunder som “riskbe-
nigna’ eller “inte riskbendgna”. Med hjélp av dessa tva kategorier riknar de
sedan ut att sannolikheten fOr att en riskbendgen person under ett &r kommer
att raka ut for en olycka dr 0.4, men att denna sannolikhet sjunker till 0.2 for en
person som inte ar riskbenédgen. De uppskattar att 30% av befolkningen som
helhet ar riskbendgna. Anta nu att en kund koper en forsédkring och inom ett
ar rakar ut for en olycka. Vad dr sannolikheten for att kunden ér riskbendgen?

Facit: =~ 0.46.



05 Grafteori

a) Har ér en graf:

B E
A F \H
D G

i) Ange en Eulervag genom grafen, eller svara “finns ej”.

ii) Vad ar det minsta antalet bagar som du behover lidgga till i grafen for att
skapa en Eulercykel? Mellan vilka noder maste dessa bagar i sa fall ga?

Facit:
i) H-G-F-H-E-D-A-C-C-E-A

ii) en bage, mellan A och H

b) Har dr en viktad graf:

i) Anviand ndrmaste granne-metoden for att finna en Hamiltoncykel i grafen
som borjar i nod A. Ange dven cykelns totalkostnad.

ii) Anvand Kruskals algoritm for att finna ett minimalt uppspannande trad i
grafen. Ange dven tradets totalkostnad.



Facit:
i) Hamiltoncykel: A-B-D-C-E-A. Totalkostnad: 33.

ii) Ett minimalt uppspdnnande trad kan konstrueras med totalkostnad 12.

c) En skog ar som bekant en acyklisk graf.

i) Har varje skog ett minimalt uppspannande trad? (Om vi antar att varje
bage far en lamplig vikt).

ii) Har varje skog en Eulervig?
iii) Har varje skog en Hamiltoncykel?
Facit:
i) Nej (konceptet dr inte ens relevant for en icke-sammanhéngade graf).
ii) Ne;j.

iii) Nej.



Del B

06 Avancerad induktion

a) Existerar det ett ny > 0 sa att
n? < 2n

for allan > ny? Om ja, visa detta med hjdlp av induktion 6ver n.

b) Ett trestilligt trid ar ett trad dér varje nod i tradet har som mest tre “barnnoder”.
En nod i tradet utan barn kallas for ett /ov. Alla trdd har en unik huvudnod
som ofta kallas rot. En gren i tradet dr en vég fran roten av tradet till ett 16v.
Dijupet hos ett trad dr lingden av den ldngsta grenen i trddet.

i) Ange en formel som beskriver det maximala antalet noder i ett trestilligt
trad av djup k.

ii) Visa att ditt pastdende stimmer genom induktion 6ver traddjupet k.

07 Avancerad logik

En sanningstilldelning till en logisk sats ¢ Gver satsvariabler p,, ... , p,, kan associeras
med en mangd M C {p,, ..., p, } déir p; dr sann om och endast om p, € M. Om M
satisfierar ¢ sdger vi att M dar en modell till ¢. Vilka av foljande pastdenden dr sanna,
och vilka ar falska?

a) Om M ar en modell till ¢ s& ar M en modell till ¢.
b) Om M och M’ ar modeller till ¢ s& &r M U M’ en modell till ¢.

c) Om M ér en modell till ¢ ddr ¢ endast bestar av implikation (—) och konjunk-
tion (A), s& ar varje M’ C M en modell till ¢.

Tydliga motiveringar kravs for att ge podng. Om du exempelvis tror att ett pastaende
ar falskt behover du styrka det genom ett konkret motexempel, och om du tror att det
ar sant behover du bevisa det.



08

Vandringar i ett koordinatsystem

Du ”vandrar omkring” i ett koordinatsystem genom att borja i origo och i varje steg

antingen ga "till hoger och uppat” eller "till hoger och nerat”. Sa hir t.ex. skulle en

vandring med 20 steg kunna se ut:

DO

En vandring som slutar pa nollinjen kallas balanserad; vandringen i bilden &r ett

exempel pd en balanserad vandring. Man inser att en vandring kan vara balanserad

endast om antalet steg ar ett jamnt tal, dvs. ett tal pa formen n = 2m dar m > 0.

a)

b)

c)

Hur manga balanserade vandringar finns det med 2m steg? Harled en formel.

En vandrings underskott dr antalet steg “till hoger och nerat” som den gor till
en punkt under nollinjen. Underskottet for exempelvandringen dr 3. Man kan
visa att om man delar in alla balanserade vandringar efter vilket underskott
de har, sa finns det lika manga vandringar i varje delmingd. Anvind denna
information for att hirleda en formel for antalet balanserade vandringar som
har 2m steg och underskott 0. Ledning: Vad édr det minsta méjliga underskottet
som en balanserad vandring med 2m steg kan ha? Vad dr det storsta mojliga
underskottet?

Antag att du i varje steg véljer hur du vill g genom att singla slant. Harled
formler f6r sannolikheten att ga en balanserad vandring och for att ga en balan-
serad vandring med underskott 0. (Din formel ska ta hansyn till alla mojliga
balanserade vandringar, inte avse sannolikheten for en specifik vandring.)



