TDPO015 Grunder i matematik och logik (2019)

Tentamen 2019-05-28

Examinator: Marco Kuhlmann

Denna tentamen bestar av tva delar, del A och del B.

Del A bestar av 5 fragor a 3 poang (totalt 15 poéang). Dessa fragor testar
din kunskap om de grundlidggande begrepp och procedurer som behandlas pa
kursen. De kraver endast korta svar, sisom en utriakning, en kort text
eller ett diagram. Det krivs minst 12 poéng pa denna del for att del B ska
rattas.

Del B bestar av 3 fragor a 6 poang (totalt 18 poang). Dessa fragor testar
din kunskap om kursens mera avancerade begrepp och procedurer samt din
problemlosningsformaga. De kraver utforliga redovisningar med korrekt
notation och terminologi. Fragorna i denna del ar ordnade i stigande sva-
righetsgrad.

Betyget pa tentamen séatts enligt foljande schema:

poang i del A 0-11 U _ 06 3
\—12715 poéang i del B [ 4
14-18 5

Frikort. Eventuella frikort fran duggorna géller for respektive fragor i del A;
ett frikort fran duggan om grafteori (dugga 5) t.ex. galler for fragan om grafteori
(fraga 05). Du kan fa hogst 3 frikort tillgodordknade. Du behéver inte ange hur
du vill tillgodordkna dig dina frikort; vi kommer att gora det pa ett satt som
maximerar dina poang.

Lycka till!



Del A

01 Logik och mangdlara

a) Avgor om foljande satser ar logiskt ekvivalenta. Anvand sanningsvérdesta-
beller. Skriv en kolumn for varje delsats, dven for de delsatser som du
tycker ar triviala.

(p—q) —r (pVr)A(=gVr)

b) Avgor om foljande satser ar tautologier, kontradiktioner eller ingendera.
i) (pVa)A(=p) A=)
i) (pVa)A—p)—q

¢) For méngderna A, B och C géller att
A={neN|1<n<6} B={necA|nmod2=0} C=AB

Avgor om foljande pastaenden ar sanna eller falska.

i) BC A iii) BNC =
ii) A=BUC iv) BA=C



02 Rekursion och induktion

a) Uttrycket 3 + 8 + -+ + 123 &r en aritmetisk summa.
i) Hur ménga termer finns i summan?

ii) Berdkna summans vérde.

b) Uttrycket 3 +6 + -+ 4+ 1536 &r en geometrisk summa.
i) Hur méanga termer finns i summan?

ii) Berdkna summans vérde.

¢) Anvind induktion for att visa att foljande géller for alla naturliga tal

n > 0:
Zn:. n+ n?
Z:
i=1 2

03 Talteori

a) Ange alla (positiva) delare till talet 48. Ringa in de delare som &r primtal.
b) Vilken manad har vi om 333 manader?

c) Tva tal heter relativt prima om deras storsta gemensamma delare ar 1.
Avgor om foljande talpar ar relativt prima.

i) 12 och 35
i) 438 och 588



04

Kombinatorik och sannolikhetslara

Svara med ett konkret tal eller ett forenklat brak, inte med en formel!

a)

Fram till 2019 bestod ett svenskt registreringsskylt av tre bokstéaver foljt
av tre siffror mellan 0 och 9. Fran arsskiftet kan det sista tecknet aven vara
en bokstav. Med vilken faktor 6kade antalet mojliga registreringsskyltar?
Antag att det finns 30 bokstaver och att alla mojliga teckenkombinationer
ar tillatna.

Fran en grupp pa 8 personer ska fyra viljas. Pa hur manga sétt kan detta
goras om ordningen

i) spelar roll ii) inte spelar roll

I en mojangfabrik tillverkas 40% av mojangerna vid maskin A och de
ovriga vid maskin B. Maskinerna tillverkar en viss andel defekta mojanger;
denna andel ar 3% for maskin A och 6% for maskin B. En kund patréaffar en
defekt mojang. Vad ér sannolikheten att den har tillverkats vid maskin A?



05 Grafteori

a) Har ar en graf:

E F G H |

i) Ange en Eulerviag genom grafen, eller svara "finns ej”.

ii) Vad ar det minsta antalet bagar som du behéver lagga till i grafen
for att skapa en Eulercykel? Mellan vilka noder maste dessa bagar i
sa fall ga?

b) Héar ar en viktad graf:

A
9 29
E B
’ l\ )
D 49 C

i) Anvind ndrmaste granne-metoden for att finna en Hamiltoncykel i
grafen som borjar i nod A. Ange édven cykelns totalkostnad.

ii) Anvénd Kruskals algoritm for att finna ett minimalt uppspannande
trad i grafen. Ange dven triadets totalkostnad.

¢) En graf som inte innehaller nagra cykler kallas skog. Avgor om foljande
pastaenden stdmmer. Om ditt svar &r "nej”, rita ett motexempel.
i) Varje trad ér en skog.
ii) Varje skog ar ett trad.

)
iii) Lagger man till en bage till en skog far man en cyklisk graf.
)

iv) Tar man bort en bage fran en skog far man en osammanhéngande
graf.



Del B

06 Avancerad induktion

a) Fibonaccis talf6ljd definieras genom formeln F,, = F, | + F,,_, med
startvardena F} = 1 och F, = 1. Visa att foljande galler for alla naturliga
tal n > 1:

n

Z(Fz)z =

i=1
b) Visa att foljande galler for alla naturliga tal n > 0:

3" > 2n+1

07 Magi med tal
Valj ett godtyckligt tvasiffrigt tal a. Talet ska vara storre an noll.

a) Skriv ner talet a tva ganger efter varandra, sa att du far ett fyrsiffrigt
tal. Jag "gissar” att det nya talet &r delbart med 101. Forklara varfor jag
har ratt.

b) Skriv nu ner talet a tre ganger efter varandra, sa att du far ett sexsiffrigt
tal. Nu "gissar” jag att det nya talet ar delbart med 259. Forklara varfor
jag har ratt. Ange ett annat tresiffrigt tal som jag hade kunnat "gissa”.

c) Antag att jag hade bett dig att skriva ner talet a fyra génger efter
varandra istéllet for tre, sa att du hade fatt ett attasiffrigt tal. Forklara
varfor jag i detta fall inte borde ha "gissat” 259. Ange dven ett tal som
hade fungerat.



Eulers polyederformel

Hér nedanfor har vi ritat tva grafer.

I den hogra grafen finns det ett stille dar tva bagar korsar varandra, utan att
det finns en nod dar. Den vénstra grafen innehéller ingen sadan korsning. En
sammanhédngande graf som kan ritas utan korsningar kallas plan sammanhdng-
ande graf. Den véinstra grafen ar alltsa en sadan graf medan den hogra grafen
inte ar det.

For plana sammanhangande grafer galler Fulers polyederformel. Denna formel
visar pa ett samband mellan antalet noder, bagar och ytor i sadana grafer.
Med en yta menar vi hir ett omrade som helt omsluts av ett antal bagar. Aven
omradet utanfor grafen riaknas som en yta. Om vi kallar antalet noder for IV,
antalet bagar for B och antalet ytor for Y sa sédger Eulers polyederformel att

N—-B+Y =2.

a) Visa att du har forstatt definitionerna:
i) Rita en plan sammanhédngande graf med 5 noder och 4 ytor.

ii) Grafen hér nedan har 6 noder, 9 bagar och 6 ytor, men 6 —9+6 # 2.
Varfor ar detta inget motexempel for Eulers polyederformel?
3

b) Bevisa att Eulers polyederformel géller for alla plana sammanhéngande
grafer genom induktion 6ver det totala antalet noder och bagar. Vad
hénder niar man lagger till antingen en ny nod eller en ny bage?

c) Ett annat sitt att bevisa Eulers polyederformel anviander denna algoritm:
Om grafen inte ér ett trad, ta bort en bage som en avslutar en cykel i
grafen. Forklara hur denna algoritm visar att formeln galler. Ledning:
Hur paverkas formeln nir man tar bort bagar? Vad géller néir det inte
langre gar att ta bort bagar?



