TDPO015 Grunder i matematik och logik (2019)

Tentamen 2019-05-28

Examinator: Marco Kuhlmann

Denna tentamen bestar av tva delar, del A och del B.

Del A bestar av 5 fragor a 3 podng (totalt 15 podng). Dessa fragor testar din kunskap
om de grundldggande begrepp och procedurer som behandlas pa kursen. De kriver
endast korta svar, sasom en utrikning, en kort text eller ett diagram. Det krévs
minst 12 podng pa denna del for att del B ska rittas.

Del B bestar av 3 fragor a 6 poang (totalt 18 podang). Dessa fragor testar din kunskap
om kursens mera avancerade begrepp och procedurer samt din problemlésningsfor-
maga. De kriver utforliga redovisningar med korrekt notation och terminologi.
Fragorna i denna del dr ordnade i stigande svarighetsgrad.

Betyget pa tentamen sitts enligt foljande schema:

0-11 0-6

podngidel A U — 3
12-15 7-13

podng idel B 4
14-18

Frikort. Eventuella frikort fran duggorna giller for respektive fragor i del A; ett frikort
fran duggan om grafteori (dugga 5) t.ex. géller for fragan om grafteori (fraga os5). Du
kan fa hogst 3 frikort tillgodordknade. Du behover inte ange hur du vill tillgodorakna
dig dina frikort; vi kommer att gora det pa ett sitt som maximerar dina poang.

Lycka till!



Del A

01 Logik och mangdlara

a) Avgor om foljande satser ar logiskt ekvivalenta. Anvand sanningsvéirdestabeller.
Skriv en kolumn for varje delsats, aven for de delsatser som du tycker &r triviala.

(p—q —r (pVr)AN(=qVr)

Facit: Satserna ér logiskt ekvivalenta. Under forutsattning att man listar till-
delningarna sa som det gjorts pa foreldsningarna far man foljande varden for
de sista kolumnerna i bada sanningsvardestabellerna:

01011101

b) Avgor om f6ljande satser ér tautologier, kontradiktioner eller ingendera.
i) (pva) AP A(=g)
i) (pva@A-p)—q
Facit:

i) kontradiktion ii) tautologi

c) For méngderna A, B och C giller att
A={nelN|1<n<6} B={neA|nmod2=0} C=A\B

Avgor om foljande pastaenden dr sanna eller falska.

i) BCA iii) BhC=g

ii) A= BUC iv) B\A=C
Facit:

i) sant iii) sant

ii) sant iv) falskt



02  Rekursion och induktion

a) Uttrycket 3 + 8 + --- + 123 dr en aritmetisk summa.
i) Hur manga termer finns i summan?

ii) Berdkna summans virde.
Facit:
i) 25 termer (a; =3,d =5)

ii) 1575

b) Uttrycket3 + 6 + -+ + 1536 dr en geometrisk summa.
i) Hur manga termer finns i summan?

ii) Berakna summans virde.

Facit:
i) 1ost(a; =3,k=2)

ii) 3069

c) Anvdnd induktion for att visa att foljande giller for alla naturliga tal n > 0:

. n+n?
1:
2

™=

1l
—

1

Facit: Se forelasningsmanuskriptet 2.20-2.22. Observera dock att basfallet har
ar n = 0 (som ger den tomma summan, vars varde ar 0).



03 Talteori

a) Ange alla (positiva) delare till talet 48. Ringa in de delare som dr primtal.

Facit: 1[2][3]4 6 8 12 16 24 48

b) Vilken manad har vi om 333 méanader?

Facit: februari (den ménad som ar om 333 mod 12 = 9 manader)

c) Tva tal heter relativt prima om deras storsta gemensamma delare ar 1. Avgor
om foljande talpar ar relativt prima.

i) 12 och 35

ii) 438 och 588

Facit:
i) ja(12=2%-3,35=5-7)

ii) nej (bada tal har 2 som delare)



04

Kombinatorik och sannolikhetslara

Svara med ett konkret tal eller ett forenklat brak, inte med en formel!

a)

b)

Fram till 2019 bestod ett svenskt registreringsskylt av tre bokstéver foljt av tre
siffror mellan o och 9. Fran arsskiftet kan det sista tecknet 4ven vara en bokstav.
Med vilken faktor 6kade antalet mojliga registreringsskyltar? Antag att det
finns 30 bokstiver och att alla majliga teckenkombinationer ar tilldtna.

Facit: Faktor 4. Fore andringen fanns det 30° - 10° méjliga registreringsskyltar,
efter indringen finns det nu 30° - 10% - (10 + 30).

Fran en grupp pé 8 personer ska fyra viljas. Pa hur manga sitt kan detta goras

om ordningen

i) spelar roll ii) inte spelar roll
Facit:
i) 8:7-6-5=1680 i) (8) =1680/4! =70

I en mojangfabrik tillverkas 40% av mojéngerna vid maskin A och de 6vriga
vid maskin B. Maskinerna tillverkar en viss andel defekta mojanger; denna
andel dr 3% for maskin A och 6% for maskin B. En kund patraffar en defekt
mojang. Vad dr sannolikheten att den har tillverkats vid maskin A?

Facit: Svaret dr 25% (eller 1/4). Uppgiften kan 16sas enligt samma monster
som 4.28 i foreldsningsmanuskriptet.



05 Grafteori

a) Har ér en graf:

i) Ange en Eulerviag genom grafen, eller svara "finns ej”.

ii) Vad dr det minsta antalet bagar som du behdver lagga till i grafen for att
skapa en Eulercykel? Mellan vilka noder maste dessa bagar i sa fall ga?

Facit:
i) A-B-I-H-G-D-A-C-E-F-G

ii) en bage, mellan A och G

b) Har ér en viktad graf:

i) Anvind nirmaste granne-metoden for att finna en Hamiltoncykel i grafen
som borjar i nod A. Ange dven cykelns totalkostnad.

ii) Anvand Kruskals algoritm for att finna ett minimalt uppspannande trad i
grafen. Ange dven tridets totalkostnad.



Facit:
i) Hamiltoncykel: A—-E-D-B-C-A. Totalkostnad: 156
ii) Minimalt uppspannande trad. Totalkostnad: 67

A

c) En graf som inte innehaller nagra cykler kallas skog. Avgor om f6ljande pasta-
enden stimmer. Om ditt svar dr “nej’, rita ett motexempel.

i) Varje trdd ér en skog.
ii) Varje skog ar ett trad.
iii) Lagger man till en bage till en skog far man en cyklisk graf.

iv) Tar man bort en bage fran en skog far man en osammanhéngande graf.

Facit:
i) ja iii) nej
ii) nej iv) ja

Motexempel for ii) och iii): Den vénstra grafen héar nedan 4r en skog men inget
trad. Lagger man till en bage fran A till B far man ett trad (for 6vrigt samma
som i deluppgift b), alltsé inte en cyklisk graf.

A A
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Del B

Avancerad induktion

a) Fibonaccis talfoljd definieras genom formeln F, = F,_; +F,,_, med startvirdena

b)

F, = 1och F, = 1. Visa att foljande giller for alla naturliga tal n > 1:
n
Z(Fi)z = FnFn+1
i=1

Visa att foljande gdller for alla naturliga tal n > 0:

3" > 2n+1

Magi med tal

Vilj ett godtyckligt tvasiffrigt tal a. Talet ska vara storre dn noll.

a)

b)

Skriv ner talet a tvd ganger efter varandra, sa att du far ett fyrsiffrigt tal. Jag
“gissar” att det nya talet dr delbart med 101. Forklara varfor jag har ritt.

Facit: Det fyrsiffriga talet kan skrivas pa formen 100 - a + g, alternativt 101 - a.
Detta visar att det kan delas med 101.

Skriv nu ner talet a tre ganger efter varandra, sa att du far ett sexsiftrigt tal.
Nu “gissar” jag att det nya talet dr delbart med 259. Forklara varfor jag har ritt.
Ange ett annat tresiffrigt tal som jag hade kunnat “gissa”

Facit: Det sexsiffriga talet kan skrivas pa formen 10101 - a. Talet 10101 kan
primtalsfaktoriseras som 3 - 7 - 13 - 37. Talet 259 = 7 - 37 dr déarfor en delare till
det sexsiffriga talet. Ett annat tresiffrigt tal som hade fungerat ér 3 - 37 = 111.

Antag att jag hade bett dig att skriva ner talet a fyra ginger efter varandra
istallet for tre, sa att du hade fatt ett attasiffrigt tal. Forklara varfor jag i detta
fall inte borde ha "gissat” 259. Ange dven ett tal som hade fungerat.

Facit: Det nya talet kan skrivas pa formen 1010101 - a. Talet 1010101 har
inte 259 som delare (skriftlig division ger kvot 3900, rest 1). Ett tal som hade
fungerat dr 101.
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Eulers polyederformel
Har nedanfor har vi ritat tva grafer.

I den hogra grafen finns det ett stélle dar tva bagar korsar varandra, utan att det finns
en nod dir. Den véinstra grafen innehaller ingen sddan korsning. En sammanhéngande
graf som kan ritas utan korsningar kallas plan sammanhdingande graf. Den vanstra
grafen dr alltsd en sddan graf medan den hogra grafen inte ar det.

For plana sammanhéngande grafer giller Eulers polyederformel. Denna formel visar
pa ett samband mellan antalet noder, bdgar och ytor i sadana grafer. Med en yta menar
vi hir ett omrade som helt omsluts av ett antal bégar. Aven omréadet utanfor grafen
riknas som en yta. Om vi kallar antalet noder f6r N, antalet bagar for B och antalet
ytor for Y sa sager Eulers polyederformel att

N-B+Y =2.

a) Visa att du har forstatt definitionerna:
i) Rita en plan sammanhéngande graf med 5 noder och 4 ytor.

ii) Grafen hir nedan har 6 noder, 9 bagar och 6 ytor, men 6 — 9 + 6 # 2.
Varfor ar detta inget motexempel f6r Eulers polyederformel?

b) Bevisa att Eulers polyederformel giller for alla plana sammanhéngande grafer
genom induktion 6ver det totala antalet noder och bagar. Vad hiander nar man
lagger till antingen en ny nod eller en ny bage?

c) Ett annat sitt att bevisa Eulers polyederformel anvinder denna algoritm: Om
grafen inte dr ett trad, ta bort en bage som en avslutar en cykel i grafen. Forklara
hur denna algoritm visar att formeln giller. Ledning: Hur paverkas formeln
ndr man tar bort bdgar? Vad giller nér det inte ldngre gér att ta bort bagar?



