Grunder i matematik och logik (2018)

Tentamen 2018-05-29

Examinator: Marco Kuhlmann

Denna tentamen bestar av tva delar, del A och del B.

Del A bestar av 5 fragor a 3 poédng (totalt 15 podng). Dessa fragor testar din kunskap
om de grundldggande begrepp och procedurer som behandlas pa kursen. De kréver
endast korta svar, saisom en utrikning, en kort text, eller ett diagram. Det krévs minst

12 podng pd denna del for att del B ska rittas.

Del B bestar av 3 fragor a 6 poang (totalt 18 podang). Dessa fragor testar din kunskap
om kursens mera avancerade begrepp och procedurer samt din problemlosningsfor-
maga. De kraver utforliga svar med korrekt notation och terminologi. Fragorna ér

ordnade i stigande svarighetsgrad.

Betyget pa tentamen sitts enligt foljande schema:

0-11

podngidel A

12-15

U

podng idel B

Observera att podng fran del A inte giller i del B.

Frikort. Eventuella frikort fran duggorna giller for respektive fragor i del A; ett frikort
fran duggan om grafteori (tema 5) t.ex. giller for fragan om grafteori (fraga os). Du
kan tillgodordkna dig hogst 3 frikort. Du behover inte ange hur du vill tillgodorakna
dig dina frikort; detta kommer att goras pa ett sitt som maximerar dina poang.

Lycka till!
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Del A

01  Logik och médngdlara

a) Bevisa foljande logiska ekvation med hjélp av sanningsvérdestabeller. Skriv en
kolumn for varje deluttryck, dven for de deluttryck som du tycker &r triviala.

peq=(pAgV(pvyg)
Facit: Vi stiller upp en sanningsvérdestabell:

P g9 pegq pPAg pvqg (pvag (pAqgV-(pVg)

o o 1 (0] (0] 1 1
(o] 1 (0] (0] 1 (0] (0]
1 ) (0] 0 1 o (0]
1 1 1 1 1 (] 1

For att se att ekvationen giller kan vi konstatera att de markerade kolumnerna

(som svarar mot ekvationens tva led) ar identiska.

b) Avgor om f6ljande uttryck ar tautologier, kontradiktioner eller ingendera. Be-
akta prioriteringsreglerna for de logiska konnektiven!

) (p—>qgNp—4q ii) (pVq)A-pA-g
Facit:
i) tautologi ii) kontradiktion
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c) Tre mingder A, B, C dr givna sddana att

e [AN\BUO)| =7 (BNC)\A|=3

« [B\(AUC)| =38 ((ANC)\ B| =2

« [C\(AUB)|=5 (ANB)\C| =10

e |[ANBNC|=1 [(AUBUC)| =6

Rita ett venndiagram for de tre mangderna. Skriv in ritt antal element i vardera
sektor av venndiagrammet. Bestam sedan antalet element i

i) BUC ii) BNC

Facit: Viritar ett venndiagram:

A 8

-
NaY
5

Antalet element:

i) 2+1+10+5+3+8=29 ii) 1+3=4
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02

Rekursion och induktion

a)

b)

En aritmetisk talfoljd beskrivs genom a, = 3 ochd = 6.

i) Bestim a,,. ii) Bestam iil ay.

Facit:

i) a,=a, +(42-1)d=3+41-6 =249

42
+ 42 (3 + 249
i) ) a = ma +ap) _ 42 ( > ) _ 502

k=1 2

Talen x -5, x och x+ 15 dr tre pa varandra foljande element i en viss geometrisk
talfoljd. Bestam vilka tal det ar.

Facit: 1 en geometrisk talfoljd dr kvoten mellan tva pd varandra foljande
element konstant. Vi maste alltsa ha x/(x — 5) = (x + 15)/x. Genom att l6sa
for x far vi x = 7,5, sa talen ar 2,5, 7,5 och 22,5.

Visa med hjalp av induktion att foljande géller for alla naturliga tal n > 1.
Redovisa utforligt (induktionsbas, induktionsantagande, induktionssteg)!

Z(2i+ 1) = n*+2n
i=1

Facit: Induktion pa n.

Induktionsbas: n = 1. Vi bekraftar att VL = HL:

n 1

VL = Y@i+1)=)Q2i+1)=2-1+1=3
i=1 i=1

HL = n*+2n=1*+2-1=3

Induktionsantagande: Vi antar att pastaendet dr bevisat for nagot naturligt tal
p=1,dvs.att Y2 (2i+1) = p*> +2p.
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Induktionssteg: Vi visar med hjélp av induktionsantagandet att pastaendet
géller for p + 1, dvs. att Z;.‘fll(Zi +1)=(p+1)*+2-(p+1). Viriknar:

p+1

p
VL = Z(2i+1):<Z(2i+1)>+(2(p+1)+1)
i=1 i=1

= (p*+2p)+Q2p+2+1)=p*+4p+3
HL = (p+1P2+2(p+1)=p*+2p+1+2p+2=p*>+4p+3

Vilket skulle visas.

5(13)



03 Talteori

a) Ange alla (positiva) delare till talet 42. Ringa in de delare som dr primtal.

Facit: 1 6[7] 14 21 42

b) Lista alla primtal upp till och med 50.
Facit: 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47

c) Anvand Euklides’ algoritm for att finna storsta gemensamma delaren till talen
936 och 248. Visa att du kan utféra Euklides’ algoritm.

Facit: Vi simulerar Euklides algoritm:

gcd(936, 248) gcd(248,192)
= gcd(192,56)
= gcd(56,24)

= gcd(24,8)

= gcd(8,0)

8

Den storsta gemensamma delaren till 936 och 248 ér alltsa 8.
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04 Kombinatorik och sannolikhetslara

Svara med ett konkret tal, inte med en formel!

a)

b)

c)

En burk innehaller en stor mangd svarta och vita kulor. Du tar kulor ur burken
utan att titta. Hur manga kulor behéver du ta for att vara séker pa att du har
tagit minst tva kulor av samma farg?

Facit: Tre kulor. Om vi placerar tre foremal (kulor) i tva lador (farger) kommer
minst en ldda (farga) innehélla mer an ett foremal (kula).

Fran en grupp pa 10 personer ska tre véljas. Pa hur manga sitt kan detta goras
om ordningsfoljden ar

i) vasentlig ii) ovasentlig
Facit:
i) 10-9-8 =720 i) (1) =120

Planeten Zebulon befolkas av abianer och bebianer. 60% av befolkningen ar
abianer, och 6% av dessa har lila 6ron. Andelen bebianer med lila 6ron 4r endast
3%. Du traffar pa en zebulonier med lila 6ron. Hur stor ar sannolikheten att
den ar bebianer?

Facit: Svaret dr 25%. Vi kan borja med att rita ett traddiagram for fragan. De
markerade sannolikheterna ér direkt angivna i lydelsen.

6om%

abian bebian
6% /\94% 3% /\97%
lila 6ron annan firg lila 6ron annan firg

Den efterfragade sannolikheten kan riknas ut med hjélp av Bayes’ regel. Vi
skriver B for "bebian” och L for "lila 6ron”

P(B)-P(L|B) _ 0,40 - 0,03 0,012
P(L) 0,60 - 0,06 + 0,40 - 0,03 0,048

P(B|L) = = 0,25
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05 Grafteori

a) Avgor om grafen innehaller en Eulervag.

i) iii)
/\. o /\/\

Facit:

i) ja (2 noder med udda gradtal) iii) ja (0 noder med udda gradtal)

ii) nej (4 noder med udda gradtal) iv) ja (2 noder med udda gradtal)

b) Rita ett trdd med 11 noder dér en av noderna har grad 2 och alla andra noder
har antingen grad 3 eller grad 1.

L]

Facit:
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c) Har ér en viktad graf:

i) Anvand ndrmaste granne-metoden for att finna en Hamiltoncykel i grafen
som borjar i nod A. Ange dven cykelns totalkostnad.

ii) Anvand Kruskals algoritm for att finna ett minimalt uppspannande trad i
grafen. Ange dven tridets totalkostnad.

Facit:
i) Hamiltoncykel: A-E-D-B-C-A. Totalkostnad: 181
ii) Minimalt uppspannande trad. Totalkostnad: 89

A
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Del B

Avancerad induktion

a) Visa att foljande giller for alla naturliga tal n > 1:

n+en+7 < 20m?

b) Fibonaccis talfoljd definieras genom den rekursiva formeln F, = F,_, + F,_,
med startvirdena F;, = 1 och F, = 1. Anvind den starka versionen av induktion
for att visa att foljande giller for alla naturliga tal n > 1:

F, <2

Facit: Eftersom den rekursiva definitionen har tva basfall behover aven induk-
tionsbeviset det. I induktionssteget kan man anta att pastaendet ar bevisat for
poch p+1, p>1,ochbevisa pastiendet for p + 2:

1A
F,., =F, +F,, <2P +2P" < 2P* 4 2P*1 = pp+2
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07 Tal som ar delbara med 45

I uppgifterna nedan avser begreppet tal alltid ett naturligt tal.

a) Visaatt 45| a om och endastom 5 | a och 9 | a, for alla tal a.
Facit: Vi visar bada delarna av pastaendet:

o Antag att 45 | a. Da kan a skrivas som a = 45 - m for nigot tal m > 1.
Eftersom 45 = 5 - 9 kan a dven skrivas som a = 5 - 9 - m, vilket visar att
5|aoch9|a.

« Antagatt5 | aoch9 | a. Eftersom 9 = 3% giller dven att 3> | a. Bade 5
och 3 ar primtal och férekommer darfor i primtalsfaktoriseringen av a,
vilket innebir att a kan skrivas som a = 5 - 3% - m for nagot tal m > 1.
Eftersom 5 - 3% = 45 foljer att 45 | a. (Observera att x | a och y | b inte
alltid implicerar att xy | a. Exempel: x =2, y =4,a = 4.)

b) Hur manga 9-siffriga tal finns det som innehéller varje siftra mellan 1 och 9
exakt en gdng och ér delbara med 45? Motivera ditt svar.

Facit: Hur kan ett tal som uppfyller villkoren se ut? Fran féregaende uppgift
vet vi att ett tal dr delbart med 45 om och endast om det ar delbart med 5 och
9. Ett tal dr delbart med 9 om dess siffersumma dr delbart med 9. Varje tal som
uppfyller villkoren har siffersumma 45, som ar delbart med 9; detta innebér
att varje sadant tal ar delbart med 9. Ett tal ar delbart med 5 om sista siffran
ar 0 eller 5. Siffran 0 forekommer inte i ett tal som uppfyller villkoren, vilket
innebdr att varje sadant tal maste ha 5 som sista siftra. De 6vriga 8 siffrorna
kan fordelas fritt pa de kvarvarande 8 platserna. Detta innebar att det finns
8! =40 320 tal som uppfyller villkoren.

c) Ett palindrom idr ett tal som forblir oférandrat om man laser det bakldnges. Vad
ar det minsta och det storsta 8-siffriga palindromet som &r delbart med 45?
(Uteslut “odkta” tal dar forsta siffran dar 0.) Motivera ditt svar.

Facit: Hur kan ett tal som uppfyller villkoren se ut? Sedan tidigare vet vi att
ett tal ar delbart med 45 om och endast om det slutar pa 0 eller 5 och har en
siffersumma som ér delbart med 9. Enligt uppgiften far forsta och darmed dven
sista siffran i talet inte vara 0, vilket alltsd innebdr att talet maste borja och sluta
pa 5. Dessa tva siftror bidrar 10 till siffersumman. Den minsta siffersumma
som dr storre dn 10 men delbart med 9 ér 18; det minsta talet med denna
siffersumma dr 50044005. Det storsta tal som uppfyller villkoren dr 59944995.
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08 Ryskroulette

Rysk roulette ar ett potentiellt dodligt spel dar en spelare laddar en revolver med
en enda kula, snurrar revolvertrumman for att slumpa i vilken position det skarpa
skottet hamnar, riktar pipan mot sin egen tinning och trycker av. I denna uppgift ska
du utga ifrdn att revolvern har sex skott, att en snurrning av trumman ger samma
sannolikhet till varje position, och att ett tryck pa avtryckaren roterar trumman till
nésta position (och alltid i samma riktning).

a) Vad dr chansen att 6verleva n “forsok” irad forn=1,...,6
i) om man snurrar trumman fore varje forsok?
ii) utan omsnurrning av trumman?
Svara med brak och motivera ditt svar.
Facit:

i) Om man snurrar trumman fore varje forsok dr sannolikheterna oberoen-
de av varandra. Detta ger f6ljande tabell:

n 1 2 3 4 5 6
51 (5\2  (5\3 (54 (5)\5 (5)\6
chans () (5 () G G G)
ii) Om man inte snurrar trumman fore varje forsok minskar antalet kamrar
och antalet kamrar som inte innehéller ndgon kula med ett:

n 1 2 3 4 5 6
5 54 543 5432 54321 543210 _
chans ¢ S5 5% 6533 6543z 651321 -0

b) Du har hamnat i hinderna pé en ond maffiaboss. Hen ladder sin revolver med
tva kulor i intilliggande kamrar. De andra fyra kamrarna forblir tomma. Hen
snurrar trumman, riktar vapnet mot taket och trycker av. Ingenting hander.
Hen riktar sedan vapnet mot dig och fragar: Nu ska jag trycka av en andra
gang. Vill du att jag gor det direkt eller ska jag snurra innan?” Vilket val ger dig
storre chanser att verleva detta makabra spel? Motivera ditt svar.

Facit: Om bossen snurrar dr chansen att dverleva % = % eftersom det finns
6 kamrar och 2 skarpa skott. Om bossen inte snurrar ar chansen att 6verleva
Z; detta kan man enklast illustrera med en bild som visar vilka positioner
revolvern kan ha och vilka av dessa som kan innehalla en kula. Det &r alltsd
fordelaktigt att inte lata bossen snurra.
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¢) Hur forandras sannolikheterna for de tva valen om maffiabossen laddar tva
slumpmdissigt utvalda kamrar (inte nédvandigtvis intilliggande kamrar) av
revolvertrumman? Motivera ditt svar.

Facit: Om bossen snurrar dr chansen att 6verleva fortfarande % = % Om
bossen inte snurrar dr chansen att dverleva endast %, som dr nagot lagre. Nu dr
det alltsa fordelaktigt att lata bossen snurra.
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