Grunder i matematik och logik (2017)

Tentamen 2017-06-02

Examinator: Marco Kuhlmann

Denna tentamen bestar av tva delar, del A och del B. Varje del omfattar ett antal fragor
som var och en dr vdrd 3 podng.

Del A bestar av 6 fragor (totalt 18 podng) som kan besvaras kortfattat, om inget annat
anges. Det krdvs minst 14 podng pa denna del for att del B ska rittas.

Eventuella frikort fran duggorna giller for respektive fragor i del A; ett frikort fran dug-
gan om grafteori t.ex. giller for fragan om grafteori. Observera att du kan tillgodorikna
dig hogst 3 frikort. Du behdver inte ange hur du vill tillgodorikna dig dina frikort; jag
kommer att gora det pa ett sitt som maximerar dina podng.

Del B bestar av 4 fragor (totalt 12 podng) som kraver utforliga redovisningar (inte bara
resultatet) med relevant och korrekt anvind matematisk terminologi och notation.
Fragorna dr ordnade i stigande svarighetsgrad.

Betyget pa tentamen sitts enligt foljande schema:

L 0-13 0-3
poang i del A U —— 3
14-18 4-7
—————— poédngidel B 4
8-12

Observera att poang fran del A inte giller i del B.

Lycka till!



Del A

01 Logik

a) Ange symboler och sanningstabeller for f6ljande logiska operatorer:

i) konjunktion ii) implikation
Svar:

i) konjunktion ii) implikation
P g9 pPNq P a9 pP—1q
0 o 0 0 o 1
o 1 0 0 1 1
1 o0 0 1 o 0
11 1 101 1

b) Bevisa foljande logiska ekvation med hjélp av sanningstabeller. Skriv en kolumn
for varje deluttryck.

2(pVvg)=-pA—q

Svar: Vi stiller upp en sanningstabell:

P q pvg ~(pvq -p —q “pAg
(0] (6] (6] 1 1 1 1
0 1 1 (0] 1 (0] (0]
1 (0] 1 (0] (6] 1 (0]
1 1 1 (0] (0] (0] (0]

For att se att ekvationen giller kan vi konstatera att de markerade kolumnerna
(som svarar mot ekvationens tvé led) ar identiska.

c) Avgor om uttrycken ér tautologier, kontradiktioner eller ingendera.

) (p=aArp—gq i) (p->qnr(p—9q
Svar:
i) tautologi ii) ingendera



02 Mangdlara

a) Givet mangden A = {2,4, 6, 8}. Avgor om pastaendena ér sanna eller falska.

i) 6€A iii) 8¢ A V) @CA

ii) ACA iv) deA vi) |A] =8
Svar:

i) sant iii) falskt v) sant

ii) sant iv) falskt vi) falskt

b) Rita venndiagrammet for operationen (A \ B) U (B \ A).

¢

c) Foljande funktioner har R (méngden av alla reella tal) som definitionsméngd

Svar:

och mélmingd. Ringa in alla egenskaper som respektive funktion har.

i) f(x)=2x
Funktionen ar: injektiv  surjektiv  bijektiv  inget av dessa
i) f(x) = x?
Funktionen ar: injektiv  surjektiv  bijektiv  inget av dessa
Svar:

i) injektiv, surjektiv, bijektiv

ii) inget av dessa



03  Rekursion och induktion

a)

b)

Berdkna summan av de 25 forsta termerna i den aritmetiska talf6ljd som be-
skrivs av formeln a,, = 6n + 2. Anvind formeln for aritmetiska summor.

Svar: Vi anvander formeln for aritmetiska summor:

25-(ay +ay)  25-(8+152)
2

= 2000

Sy5 =

Visa med hjélp av induktion att f6ljande géller for alla naturliga tal n > 1.
Redovisa utforligt (induktionsbas, induktionsantagande, induktionssteg)!

Z(zi —1) = n?
i=1

Svar: Induktion pa n.

Induktionsbas: n = 1. Da giller
n 1
Y@i-1)=)@i-1)=2-1-1=1=1=n?
i=1 i=1

Induktionsantagande: Vi antar att pastaendet dr bevisat for nagot naturligt tal
p=1,dvs.att Y7, (2i - 1) = p2.

Induktionssteg: Vi visar med hjilp av induktionsantagandet att pastaendet
giller for p + 1, dvs. att foll (2i - 1) = (p + 1)*. Vi riknar:

p+1

p
Z(zi—1)=< (2i—1)>+(2(p+1)—1)li\
i=1 1

i=

pP+2p+2-1=p*+2p+1=(p+1)>

Vilket skulle visas.



04 Talteori

a) Ange alla (positiva) delare till talet 40. Ringa in de delare som dr primtal.

Svar: 148102040

b) Berdkna kvoten k och resten r vid f6ljande divisioner.

. 53 . 3 L 225
i) — i) — iii) —
) < )4 ) 5
Svar:
i) k=8,r=5 ii) k=0,r=3 iii) k=25,r=0

c) Bestdm storsta gemensamma delaren till talen 238 och 510.

Svar: 34



05 Grafteori

a) Nidr man summerar alla gradtal i en viss oriktad graf far man virdet 84. Hur
manga bagar har grafen?

Svar: 42 bagar. (Varje bage bidrar 2 till gradsumman.)

b) Visahur en Eulervig eller en Eulerkrets genom grafen kan se ut (ange sekvensen
av de noder den besdker) eller skriv “finns ej”.

D C D F C
’ % ’ I:I:I
A B A E B
E D D F C
A B C A E B

i)

ii) iv) vi)

D C
A B
D C
A B
Svar: (exempel; andra lgsningar ar majliga)

i) ABCD iii) finns inte v) EBCFDAEF

ii) ABCDAC iv) DEABCDBE vi) finns inte

c) Ange den Hamiltoncykel som man far nar man boérjar i nod A och anvander
ndrmaste granne-metoden. Ange dven cykelns totalkostnad.

Svar: ADCEBA, totalkostnad 39



06 Kombinatorik och sannolikhetslara

Svara med ett konkret tal. Redovisa hur du riaknat.

a)

b)

Hur ménga tresiffriga koder kan man skapa om varje kod skapas med hjilp av
siffrorna 0 till och med 9 och alla siffror i koden ska vara olika?

Svar: Den relevanta paradigmen dr "med ordning, utan repetition”.

10!
—— _=10-9-8=720
(10 - 3)!

I en e-butik kan man vilja mellan 5 olika tillbehor nar man konfigurerar sin
dator. Hur manga konfigurationer kan man skapa med 3 olika tillbehor?

Svar: Eftersom fragan avser olika tillbehor édr den relevanta paradigmen “utan
ordning, utan repetition”.

5\__ 5 54321 _54_20_
3/ (5-3)131 2-1-3-2-1 2-1 2

I en mojéangfabrik tillverkas 40% av mojangerna vid maskin A och de 6vriga vid

maskin B. Maskinerna tillverkar en viss andel defekta mojénger; denna andel
ar 3% for maskin A och 6% for maskin B. En kund patriéffar en defekt mojéng.
Vad dr sannolikheten att den har tillverkats vid maskin B?

Svar: Svaret dr 75%. Vikan borja med att rita ett traiddiagram for fragan. De
markerade sannolikheterna ér direkt angivna i lydelsen.

tillverkats vid maskin A tillverkats vid maskin B
3% /\97% 6% A%%
defekt inte defekt defekt inte defekt

Den efterfragade sannolikheten kan ridknas ut med hjalp av Bayes’ regel. Vi
skriver B for "tillverkats vid maskin B” och D for "defekt”.

P(B)-P(D|B) _ 0,60 - 0,06 0,036

P(B| D) = _ - _
P(D) 0,40 - 0,03 + 0,60 - 0,06 0,048

b



07

Del B

Att visa olikheter med induktion

Visa med hjilp av induktion att 2" > 4n for alla tillrackligt stora naturliga tal n. Vad
betyder "tillrackligt stora” i det har ssmmanhanget? Redovisa utforligt (induktionsbas,
induktionsantagande, induktionssteg).

Svar: Olikheten gdller for alla tal n > 5; det dr dessa tal som ar “tillrackligt stora” i

sammanhanget.
Induktionsbas: n = 5. D4 giller 2°> =32 > 20 = 4 - 5.

Induktionsantagande: Vi antar vi att pastaendet dr bevisat for nagot naturligt tal p > 5,
dvs. att 27 > 4p.

Induktionssteg: Vi visar med hjilp av induktionsantagandet att pastaendet galler for
p+ 1, dvs. att 2P*1 > 4(p + 1). Vi riknar:

IA *
2P0 =2.2P > 2. 4p=4p+ap24p+20>4p+4=4(p+1)

Det markerade steget giller eftersom p > 5. Vilket skulle visas.



08

Eratosthenes sall

Den klassiska metoden for att hitta primtal dr en algoritm som heter Eratosthenes sall:
Man borjar med att lista alla heltal fran och med 2 till och med ett storsta tal n. Sedan
fortsatter man i ett antal omgangar dér man i varje omgang markerar det minsta talet
som finns kvar i listan som primtal och stryker alla multipler av det just markerade
talet, forutom talet sjdlv. (En del av dessa mé redan vara strukna.) Pa det viset sallar

man sa smaningom bort alla tal som inte dr primtal.

a) Anvind Eratosthenes séll for att finna alla primtal upp till och med 100. (Det
finns 25 stycken sadana primtal.)

b) Ett Mersenneprimtal ér ett primtal av typen m = 2P — 1, dir p ar ett annat
primtal. Ange alla Mersenneprimtal upp till och med 100.

c) Ndr man i Eratosthenes sall stryker alla multipler av det senast markerade
primtalet p ricker det att borja med talet p?. Forklara varfor.



09 Handskakningslemmat

a)
b)

c)

Visa att summan av nodernas gradtal i en graf alltid dr ett jamnt tal.

Visa att pa en fest, med godtyckligt antal besokare, dr antalet personer som
skakat hand med ett udda antal personer pa festen ett jamnt tal.

En graf kallas reguljdr om varje nod har samma grad. En reguljar graf i vilken
alla noder har grad k kallas k-reguljdr. Rita en o-reguljér, en 1-reguljir och en
2-reguljar graf med 6 noder. Hur manga bagar har en graf som ar 10-reguljér
och har 100 noder?

10



10

Vandringar i ett koordinatsystem

Du ”vandrar omkring” i ett koordinatsystem genom att borja i origo och i varje steg

antingen ga "till hoger och uppat” eller "till hoger och nerat”. Sa hir t.ex. skulle en

vandring med 20 steg kunna se ut:

-

En vandring som slutar pa nollinjen kallas balanserad; vandringen i bilden &r ett

exempel pé en balanserad vandring. Man inser att en vandring kan vara balanserad

endast om antalet steg dr ett jamnt tal, dvs. ett tal pad formen n = 2m dér m > 0.

a)
b)

c)

Hur méanga balanserade vandringar finns det med 2m steg? Hérled en formel.

En vandrings underskott dr antalet steg “till hoger och nerat” som den gor till
en punkt under nollinjen. Underskottet for exempelvandringen ér 3. Man kan
visa att om man delar in alla balanserade vandringarna efter vilket underskott
de har, sa finns det lika manga vandringar i varje delmédngd. Anvind denna
information for att harleda en formel for antalet balanserade vandringar som
har 2m steg och underskott 0. Ledning: Vad ér det minsta moéjliga underskottet
som en balanserad vandring med 2m steg kan ha? Vad ar det storsta mojliga
underskottet?

Antag att du i varje steg viljer hur du vill ga genom att singla slant. Hérled
formler for sannolikheten att ga en balanserad vandring och for att ga en balan-
serad vandring med underskott 0. (Din formel ska ta hansyn till alla mojliga
balanserade vandringar, inte avse sannolikheten for en specifik vandring.)

11



