TDPO15 Grunder i matematik och logik (2015)

Tentamen 2015-06-01

Marco Kuhlmann

Denna tentamen bestér av tva delar: del A, som innehaller uppgifter 1-8, och del B, som
innehéller uppgifter 9—12. Varje uppgift ar vird 3 podng. Betyget sitts enligt foljande schema:

0-11 0-3

poangidel A U — 3
12-24 4-7
poangidel B 4
8-12

5

Dina inlamningar till del B kommer endast att rittas om du har minst 12 poéng i del A.
Rittningen av del A kommer da att avbrytas.

Lycka till!

Del A
1. Ange symboler och sanningstabeller for foljande logiska operatorer:

(a) negation (b) disjunktion (c) implikation

Rittning: 1 poidng per fullstindigt korrekt deluppgift.

(a) negation (b) disjunktion (c) implikation
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2. Lat A och B vara delméngder till ett gemensamt universum U. Mangdoperationer kan
beskrivas med hjélp av midngdbyggare och Venn-diagram. Tag snitt som exempel:

U
ANB={xeU:xe€e AANx € B} C‘b

Ange motsvarande definitioner och Venn-diagram for foljande méngdoperationer. An-

viand endast € och ¢ och de logiska operatorerna konjunktion, disjunktion och negation.
() AUB (b) A°\'B (c) (A\B)U(B\A)

Rittning: 1 poing per fullstindigt korrekt deluppgift.

(@a) {xeU:xeAVxeB}

b) {xeU:x¢ ANx ¢ B}

() {xeU:(xeAAx¢B)V(xeBAx¢A)}

Al e
=le-

3. Undersok i varje fall om relationen ar (i) reflexiv, (ii) symmetrisk, (iii) antisymmetrisk,
(iv) transitiv. Ange antingen ett kort bevis (om relationen har egenskapen) eller ett
motexempel (om relationen inte har egenskapen).

(@) Ry ={(a,b) e NxN:a<b}
(b) R, ={(a,b) e NxN:a=>b}
() R3=R;UR,

Rittning: 1 podng per fullstandigt korrekt deluppgift. Om detta skulle ge o poang ges
1 podng om minst 4 egenskaper har avgjorts pa ett korrekt satt.

(a) inte reflexiv (0 ¢ 0), inte symmetrisk (0 < 1 men 1 ¢ 0), antisymmetrisk (finns inga
tal a,b sddana atta < b och b < a), transitiv (oma < bochb < csda < c)

(b) reflexiv (a = b for alla tal), symmetrisk (om a = b s dven b = a), antisymmetrisk
(oma =bochb=asaa=D>btrivialt), transitiv (oma =bochb=csda = ¢)

.0
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(c) reflexiv (a < b for alla tal), inte symmetrisk (0 < 1 men 1 £ 0), antisymmetrisk (om
a<bochb<asia=>b),transitiv(oma <bochb <csia<c)

4. Bevisa foljande utsaga med hjélp av induktion. Redovisa utforligt. Glom inte att tydligt
markera var i beviset du anvander induktionsantagandet.

n
For allan € IN giller att z 2i=n’+n.
i=1

Rittning: Poidngavdrag (1 podng) for: inkorrekt basfall (t.ex. n = 1 istdllet for n = 0);
det ar oklart vad som ska visas (n + 1); induktionsantagandet har inte angivits (n — 1)
eller 4r oklar; induktionsantagandet har inte markerats eller inte markerats pa rtt stille;
felaktiga eller inkorrekta berdkningar.

Basfall: n = 0. I detta fall &r Y7 2i = Y7 2i=0ochn®*+n=0+0=0.

Induktionssteg: n > 0. Induktionsantagande: Z?:_ll 2i = (n—1)*> + (n—1). Vi riknar:

n n—1
IA
22i=<22i>+2n= m-12+m-1)+2n=n*-2n+l+n-1+2n=n*+n
i=1 i=1

5. Ange en rekursiv definition for Euklides algoritm och anvéind den for att bestimma den
storsta gemensamma delaren av 693 och 286. Ange alla rekursiva anrop.

Rittning: 2 poéng for den rekursiva definitionen:

def gcd(a, b):

return a if b == @ else gcd(b, a % b)

1 poéng for en korrekt utrdkning inkl. alla rekursiva anrop:

gcd(693, 286) = gcd(286, 693 % 286)

= gcd(286, 121) = gcd(121, 286 % 121)
= gcd(121, 44) = gcd( 44, 121 % 44)
)

gcd( 44, 33) = gcd( 33, 44 % 33
ged( 33, 11) = ged( 11, 33 % 11)
ged( 11, 0) =11
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6. Ett svenskt registreringsskylt bestér i princip av tre bokstaver ur det svenska alfabe-
tet f6ljt av tre siffror mellan o och 9; det finns dock 6 bokstaver (1, Q, v, &, A, 0) och
90 trebokstavskombinationer (t.ex. DUM, FUL, RAP) som inte anvands.

(a) Hur ménga olika registreringsskyltar skulle det finnas om man fick anvédnda alla
bokstdver och alla trebokstavskombinationer?

(b) Hur manga olika registreringsskyltar skulle det finnas om man fick gora som i (a),
men varje bokstav och varje siffra fick forekomma endast en enda gang?

(c) Hur ménga olika registreringsskyltar finns det i verkligheten, dvs. nir man tar hansyn
till de oanvinda bokstaverna och trebokstavskombinationerna?

Ange i varje fall ett uttryck for att rdkna ut svaret. Du behover inte forenkla uttrycket.

Rittning: 1 poéng per fullstindigt korrekt deluppgift.
(a) 29°-10°

(b) 29-28-27-10-9-8

(©) ((29-6)*-90)-10°

7. Videfinierar en riktad graf G = (V, E) genom f6ljande mingder:

V={1,2,3,45  E={(ab) eVxV:a<b}

(a) Hur manga kanter har grafen? (d) Ange utgraden hos nod 3.
(b) Ange en enkel vég fran 1 till 3. (e) Ar grafen sammanhingande?
(c) Ange ingraden hos nod 3. (f) Innehaller grafen en cykel?

Tips: Borja med att rita grafen!

Rittning: 1 podng per tva korrekta svar. Inga podng om man utgatt fran fel graf. Grafen

(som &r en turneringsgraf) ser ut sa har:
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(a) Grafen har 10 kanter. (d) Utgraden hos nod 3:2
(b) Enkel védg fran 1till 3: 1,2,3 (e) Grafen ar ssmmanhangande.
(c) Ingraden hos nod 3: 2 (f) Grafen ar inte cyklisk.

8. Iettlaboratorium har en sensor installerats som ska sld larm om rumsluften innehaller {6r
mycket kolmonoxid. Om gashalten ér for hog slar sensorn larm med 99% sakerhet; men
det finns en chans pd 2% att sensorn slar larm trots att gashalten dr normal. Gransvardena
for kolmonoxid 6verskrids i genomsnitt 3 dagar per ar (= 365 dagar).

(a) Oversitt uppgiftstexten till sannolikheter. Anvind hindelserna L “sensorn slar larm”
och K "luften innehaller fér mycket kolmonoxid”.

(b) Hur stor dr sannolikheten att sensorn slar larm en vanlig dag? Ange resultatet som
ett briktal. Motivera ditt svar.

(c) Om sensorn slar larm, hur stor dr da sannolikheten att luften faktiskt innehéller for
mycket kolmonoxid? Ange resultatet som ett braktal. Motivera ditt svar.

Rittning: 1 poidng per fullstindigt korrekt deluppgift.

(a) Uppgiftstexten innehaller direkt information om f6ljande sannolikheter:

3 99 2
P(K) = — P(L|K)=— P(L|K) = —
() 365 (LK) 100 (LK) 100
Utifran dessa kan man é&ven hirleda f6ljande sannolikheter:
362 1 98
P(K¢) = — P(Lf|K) = — P(If|Kf) = —
365 100 100

(b) Den efterfragade sannolikheten ar P(L). Enligt lagen om total sannolikhet giller:

399 362 2
P(L) = P(K) - P(L|K) + P(K®) - P(L|K®) = — - — + = . = ~ 0,028
365 100 365 100

(c) Den efterfragade sannolikheten ar P(K | L). Enligt Bayes lag giller:

P(K|L)=w=2.i.L:029
P(L) 100 365 P(L)

5 H
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Del B

Svara utforligt!

9.

10.

11.

Visa att 2" < n! for alla naturliga tal n > 3.

Rittning: Se kursbokens hemsida. 1 poéng for korrekt basfall, 1 podng for korrekt
induktionsantagande, 1 poéng for fullstandigt och korrekt induktionssteg. Podngavdrag
om man inte angett var i beviset man anvant induktionsantagandet.

Lat B = {0, 1}. En bindr logisk operator dr en funktion f: Bx B — IB. Exempel pd binira
logiska operatorer dr konjunktion, disjunktion och implikation.

(a) Hur ménga olika bindra logiska operatorer finns det?
(b) Foljande Python-funktion implementerar konjunktion:
def f(x, y): return x and y

Ange motsvarande Python-funktioner for alla méjliga bindra logiska operatorer. De

enda reserverade orden som far féorekommer till héger om return ar and och not.

Rittning: 1 podng vardera for korrekt antal (16), konstruktionsidé och fullstandigt
korrekt 16sning. Den enklaste 16sningen ér att skriva Python-kod som implementerar
de maijliga sanningstabellerna. Man kan spara tid och plats genom att inse att hilften av
funktionerna kan skrivas som negationer av andra funktioner. Foljande funktion t.ex.

implementerar negerad konjunktion:

def f_neg(x, y): return not(f(x, y))

Lat G = (V, E) vara en riktad graf.
(a) Visaatt om G ar acylisk sé dr E antisymmetrisk.

(b) LatE;,E, <V x V. Visa eller motbevisa: (i) Om E; och E, dr antisymmetriska s&
aven E; N E,. (ii) Om E, och E, dr antisymmetriska sa dven E; U E,.

Rittning: 1 poidng per fullstindigt korrekt deluppgift.

(a) Det kan inte finnas nagra a,b € V sadana att (a,b) € E och (b,a) € E, inte ens for
a = b, eftersom det inte finns nagra cykler i G.

6(7)
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(b) For (i), antag att (a,b) € E; N E, och (b,a) € E; N E,. Vivisar atta = b. Vi har
(a,b) € E, och (b,a) € E,, och eftersom E; ér antisymmetrisk foljer a = b. (Man
ser att det racker att en av relationerna ar antisymmetrisk.) Motexempel for (ii):
V ={1,2}, E; = {(1,2)}, E; = {(2,1)}. Bade E, och E, ar antisymmetriska, men
E, UE, ér inte antisymmetrisk da (1,2) € E, UE, och (2,1) € E, UE, men 1 # 2.

12. Bevisa att det finns odndligt manga primtal.

Rittning: Se foreldsningsmanuskriptet. 1 poang vardera for korrekt definition, ansats
(visa att varje foljd av primtal kan utdkas med ytterligare ett primtal) och fullstindigt
korrekt bevis.



