TDPo15 Grunder i matematik och logik (2015)

Tentamen 2015-06-01

Marco Kuhlmann

Denna tentamen bestar av tva delar: del A, som innehaller uppgifter 1-8, och del B, som
innehéller uppgifter 9—12. Varje uppgift ar vird 3 podng. Betyget sitts enligt foljande schema:

0-11 0-3

poangidel A U — 3
12-24 4-7
poangidel B 4
8-12

5

Dina inlamningar till del B kommer endast att rittas om du har minst 12 poéng i del A.
Rittningen av del A kommer da att avbrytas.

Lycka till!

Del A
1. Ange symboler och sanningstabeller for foljande logiska operatorer:

(a) negation (b) disjunktion (c) implikation

2. Lat A och B vara delméngder till ett gemensamt universum U. Mangdoperationer kan
beskrivas med hjéilp av mangdbyggare och Venn-diagram. Tag snitt som exempel:

U
ANB={xeU:x€ ANx € B} C‘b

Ange motsvarande definitioner och Venn-diagram for f6ljande mangdoperationer. An-

vand endast € och ¢ och de logiska operatorerna konjunktion, disjunktion och negation.

(a) AUB (b) A°\B (c) (A\B)U(B\A)
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3. Undersok i varje fall om relationen ar(i) reflexiv, (ii) symmetrisk, (iii) antisymmetrisk,
(iv) transitiv. Ange antingen ett kort bevis (om relationen har egenskapen) eller ett
motexempel (om relationen inte har egenskapen).

(@) R, ={(a,b) e NxN:a<b}
(b) Ry={(ab) e NxN:a=b}
(c) Ry = R, UR,

4. Bevisa foljande utsaga med hjilp av induktion. Redovisa utforligt. Glom inte att tydligt
markera var i beviset du anvander induktionsantagandet.

n
For alla n € IN giller att Z 2i=n’+n.
i=1

5. Ange en rekursiv definition for Euklides algoritm och anvénd den for att bestimma den
storsta gemensamma delaren av 693 och 286. Ange alla rekursiva anrop.

6. Ett svenskt registreringsskylt bestdr i princip av tre bokstdver ur det svenska alfabe-
tet f6ljt av tre siffror mellan o och 9; det finns dock 6 bokstdver (1, Q, v, 4, A, 6) och
90 trebokstavskombinationer (t.ex. DUM, FUL, RAP) som inte anvands.

(a) Hur ménga olika registreringsskyltar skulle det finnas om man fick anvidnda alla
bokstaver och alla trebokstavskombinationer?

(b) Hur manga olika registreringsskyltar skulle det finnas om man fick gora som i (a),
men varje bokstav och varje siffra fick forekomma endast en enda gang?

(c) Hur ménga olika registreringsskyltar finns det i verkligheten, dvs. nir man tar hansyn
till de oanvinda bokstaverna och trebokstavskombinationerna?

Ange i varje fall ett uttryck for att rdkna ut svaret. Du behéver inte forenkla uttrycket.

7. Videfinierar en riktad graf G = (V, E) genom f6ljande méangder:

vV ={1,2,3,4,5} E={(a,b) e VxV :a<b}

(a) Hur ménga kanter har grafen? (d) Ange utgraden hos nod 3.
(b) Ange en enkel vig fran 1 till 3. (e) Ar grafen sammanhéngande?
(c) Ange ingraden hos nod 3. (f) Innehaller grafen en cykel?

Tips: Borja med att rita grafen!
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8. Iettlaboratorium har en sensor installerats som ska sla larm om rumsluften innehaller for

mycket kolmonoxid. Om gashalten ar for hog slar sensorn larm med 99% sékerhet; men
det finns en chans pa 2% att sensorn slar larm trots att gashalten dr normal. Gransvardena
for kolmonoxid &verskrids i genomsnitt 3 dagar per ar (= 365 dagar).

(a) Oversitt uppgiftstexten till sannolikheter. Anviind hindelserna L “sensorn slr larm”
och K "luften innehaller f6r mycket kolmonoxid”.

(b) Hur stor dr sannolikheten att sensorn slar larm en vanlig dag? Ange resultatet som
ett braktal. Motivera ditt svar.

(¢) Om sensorn slar larm, hur stor ar da sannolikheten att luften faktiskt innehaller for
mycket kolmonoxid? Ange resultatet som ett braktal. Motivera ditt svar.

Del B

Svara utforligt!

9.

Visa att 2" < n! for alla naturliga tal n > 3.

10. Lat B = {0, 1}. En bindr logisk operator dr en funktion f: B x B — IB. Exempel pa bindra

11.

12.

logiska operatorer ar konjunktion, disjunktion och implikation.

(a) Hur ménga olika bindra logiska operatorer finns det?

(b) Foljande Python-funktion implementerar konjunktion:
def f(x, y): return x and y

Ange motsvarande Python-funktioner for alla méjliga bindra logiska operatorer. De
enda reserverade orden som far forekommer till hger om return ér and och not.

Lat G = (V, E) vara en riktad graf.
(a) Visaatt om G ar acylisk sé dr E antisymmetrisk.

(b) LatE;,E, <V x V. Visa eller motbevisa: (i) Om E, och E, ar antisymmetriska sa
aven E; N E,. (ii) Om E, och E, dr antisymmetriska sa dven E; U E,.

Bevisa att det finns odndligt manga primtal.



