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Bonusuppgifter tillgangliga

Varje godkand uppgift ger 0.5p mot hdgre betyg pa tenta (endast
forsta tentamenstillfalle)

Bonuspoéang tillgodoridknas nir gransen fér G/3 uppnis
Uppgifter raknas som godkanda nar de &r acceptera av Kattis

Ska vara godkinda senast midnatt dagen innan tenta
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Sammanfattning sa langt

Magnus Nielsen

25 september 2023

Algoritm Tid Noteringar
« in-place
selection-sort O(n?) .
« ldngsam (bra fér sma indata)
« in-place
insertion-sort O(n?)

« l&ngsam (bra fér smé& indata)
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2 En undre grans for jamforelsebaserad sor-
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Jamforelsebaserad sortering

® Manga sorteringsalgoritmer ar jamférelsebaserade
= De sorterar genom att gora jamforelser mellan par av objekt
= Exempel: insertion-sort, selection-sort, heap-sort, merge-sort,
quick-sort, ...
® | it oss darfor forsoka harleda en undre grans for exekveringstiden i
varsta fall for varje algoritm som anvander jamforelse for att sortera
n element x1,x2,...,%n

nej
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Rakna jamforelser

® |3t oss enbart rakna jamforelser
® Varje mojlig korning av en algoritm motsvaras av en rot-till-16vstig i
ett beslutstrad

LINKOPING
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Exempel: Beslutstrad

Sort X, x,, ...

Varje intern nod &r markt ¢ : j fér i,5 € {1,2,...,n}
® Vanster deltrad visar efterfljande jamférelser om z; < x;

® Hoger deltrad visar efterféljande jamforelser om z; > x;
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Exempel: Beslutstrad

Sort [X,, X,, X,
=[9,4,6 0

Varje intern nod &r markt ¢ : j fér i,5 € {1,2,...,n}
® Vanster deltrad visar efterfljande jamférelser om z; < x;

® Hoger deltrad visar efterféljande jamforelser om z; > x;
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Exempel: Beslutstrad

Sort [X,, X,, X,
=[9,4,6 0

Varje intern nod &r markt ¢ : j fér i,5 € {1,2,...,n}
® Vanster deltrad visar efterfljande jamférelser om z; < x;

® Hoger deltrad visar efterféljande jamforelser om z; > x;
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Exempel: Beslutstrad

Sort [X,, X,, X,
=[9,4,6 0

Varje intern nod &r markt ¢ : j fér i,5 € {1,2,...,n}
® Vanster deltrad visar efterfljande jamférelser om z; < x;

® Hoger deltrad visar efterféljande jamforelser om z; > x;
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Exempel: Beslutstrad

Sort [X,, X,, X,
=[9,4,6 [
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‘ 312 ‘ 231
4<6<9
Varje 16v innehaller en permutation (7 (1), 7(2), 7 (¢),...,n(n)) for att
indikera att ordningen (1) < T (2) < ... < Ty(p) har etablerats

11
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Beslutstradsmodellen

Ett beslutstrdd kan modellera exekveringen av vilken jamférelsebaserad
sorteringsalgoritm som helst:

® Ett trad for varje storlek pa indata
® Betrakta algoritmen som att exekveringen delas narhelst tva element
jamfors
® Tradet innehéller alla jamfoérelser l1angs alla tankbara foljder av
instruktioner
® Kortiden for algoritmen = langden av stigen som traverseras
® Kortiden i vérsta fall = héjden av tradet
II LINKOPING
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Beslutstradets hojd

® Hojden av beslutstradet ar en undre grans for exekveringstiden i
varsta fallet

® Varje tankbar permutation av indata maste leda till ett separat
utdatalov

= Om det inte vore s& skulle ndgot indata ...4...5... ha

samma utdataordning som ...5...4... vilket skulle vara fel
® Eftersom det finnsn! =1-2-....-n |6v ar hdjden av tradet minst
log(n!)
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Den undre gransen

® Varje jamférelsebaserad sorteringsalgoritm anvander minst log(n!) tid
i varsta fallet

® Darfér anvander en sddan algoritm minst tid

tog(nt) > log (2) # = (n/2) og(n/2)

® Alltsa ar exekveringstiden for alla jamforelsebaserade
sorteringsalgoritmer Q(nlogn) i varsta fallet

14
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3 Sortering i linjar tid?
Counting-sort
Bucket-sort
Radix-sort
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Nagra fall dd man kan sortera snabbare an nlogn

16
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Nagra fall dd man kan sortera snabbare an nlogn

® Bara ett konstant antal olika element ska sorteras

= ©O(n) med riknesortering

16
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Nagra fall dd man kan sortera snabbare an nlogn

® Bara ett konstant antal olika element ska sorteras
= O(n) med raknesortering

® Elementen som ska sorteras ar tal som ar jamnt fordelade i ett visst

intervall

= ©O(n) med bucket-sort

16
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Nagra fall dd man kan sortera snabbare an nlogn

® Bara ett konstant antal olika element ska sorteras
= O(n) med raknesortering

® Elementen som ska sorteras ar tal som ar jamnt fordelade i ett visst

intervall
= ©O(n) med bucket-sort

® Elementen som ska sorteras ar strangar som bestar av d "siffror”
(S[i] = si1si2-- - 8i,a)
= O(nd) med radix-sort
= Om d ar konstant far vi linjar tidskomplexitet

= Om vi rdknar antalet siffror i indata far vi linjar tidskomplexitet
O(N), dér N =nd
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Raknesortering

Require: In[l,...,n], dar In[j] € {1,2,...,k}
function COUNTINGSORT(In)
Hjalparray fér rakning: Countll, ..., k|
Hjalparray fér lagring av resultatet: Res[1,...,n]
for i <— 1 to k do
Countli] - 0 > Satt raknaren till 0 for varje tal 1..k
for j < 1ton do
Count[In[j]] < Count[In[j]] + 1 > Berdkna antal férekomster av
varje tal
for i < 2 to k do
Countli] < Countli] + Count[i — 1] > Berdkna startindex for

varje tal
for j < n downto 1 do
Res[Count[In[j]]] + In[j] > Lagra resultatet pa ratt index
Count[In[j]] + Count[In[j]] — 1 > Rakna ner for att nista

forekomst av talet ska hamna pa ratt index

17
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Exempel
Counting-sort
1 2 3 4 5 1 2 3 4
alal1]3lals] <
Res:‘
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Exempel
Loop 1

1 2 3 4 5 1 2 3

alal1]3]al3] clofolo]o

Res: ‘

for: — 1tokdo
Cli] < 0

19
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Exempel

Loop 2

for; — 1 tondo
ClA[] < CA[IT+ 1 = CTi] = [{nyckel = i}

20
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Exempel

Loop 2

for; — 1 tondo
ClA[] < CA[IT+ 1 = CTi] = [{nyckel = i}

21
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Exempel

Loop 2

for; — 1 tondo
ClA[] < CA[IT+ 1 = CTi] = [{nyckel = i}

22
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Exempel

Loop 2

for; — 1 tondo
ClA[] < CA[IT+ 1 = CTi] = [{nyckel = i}

23
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Exempel

Loop 2

1 2 3 4 5 1 2 3 4
alali]3lals] cli]o]2]2]
ress ] [ 1 ] 1]

for; — 1 tondo
ClA[] < CA[IT+ 1 = CTi] = [{nyckel = i}

24
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Exempel
Loop 3

1 2 3 4 5 1 2 3

|4l ]3]4al3] cli]o]2]2

Res: | c:l1l1]2]2

fori — 2to kdo
Cli] « C[i] + C[i-1] = C[i] = |{nyckel < i}|
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Exempel
Loop 3

1 2 3 4 5 1 2 3

|4l ]3]4al3] cli]o]2]2

Res: | cili]1]3]2

fori — 2to kdo
Cli] « C[i] + C[i-1] = C[i] = |{nyckel < i}|
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Exempel
Loop 3

1 2 3 4 5 1 2 3

|4l ]3]4al3] cli]o]2]2

Res: | cil1]1]3]s

fori — 2to kdo
Cli] « C[i] + C[i-1] = C[i] = |{nyckel < i}|
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Exempel
Loop 4
1 2 3 4 5 1 2 3 4
alali]3lals] clafi]s3]s
Res: | 3 c:li]1]2]s

for j — n downto ldo
Res[C[A[j]]] < A[/]
ClA[j]] < Cl4[j]] -1
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Exempel
Loop 4

1 2 3 4 5 1 2 3 4

alali]slal3] clafi]2]s

Res: | 3 4| c

for j — n downto ldo
Res[C[A[j]]] < A[/]
ClA[j]] < Cl4[j]] -1
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Exempel
Loop 4

1 2 3 4 5

a|4al1]3]4]3

Res:| |33 4

for j — n downto ldo
Res[C[A[j]]] < A[/]
ClA[j]] < Cl4[j]] -1

25 september 2023

1 3 4
c:l 1 2|4
c: |1 1[4
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Exempel
Loop 4

1 2 3 4 5

a|4al1]3]4]3

/

Res:| 1[3]3] |4

for j — n downto ldo
Res[C[A[j]]] < A[/]
ClA[j]] < Cl4[j]] -1

25 september 2023

1 3 4
c:l 1 1]4
c:lo 1]4

31
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Exempel
Loop 4

1 2 3 4 5

a|4al1]3]4]3

Res:|1]3|3]4]4

for j — n downto ldo
Res[C[A[j]]] < A[/]
ClA[j]] < Cl4[j]] -1

25 september 2023

1 3 4
C: |0 1]4
c:lo 13

32
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Analys

{ fori — 1tokdo
Cli] 0
{ forj - 1tondo
ClA[/1] < A1+ 1
{ fori - 2to kdo
Cli] ~ Cli] + Cli-1]
forj — ndownto 1 do
Res[CIA[/]]] — ALJ]
ClL1 < Al -1
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Exekveringstid

Om k € O(n) tar riknesortering ©(n) tid
® Men sortering tar ju Q(nlogn) tid!
® Vad ar det som inte stammer?
Svar
® Jamforelsebaserad sortering tar Q(nlogn) tid
® Counting-sort ar inte jamforelsebaserad

® Faktum &r att inte en enda jamférelse mellan nagra element utfors!

34

II LINKOPING
@ UNIVERSITY



Forelasning 8 Magnus Nielsen 25 september 2023 35

Stabil sortering

Counting-sort &r en stabil sorteringsmetod: den bevarar indataordningen
mellan lika element
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Bucket-sort

® L3t S vara en sekvens av n poster (nyckel, virde) Procedure BUCKETSORT(S, V)

med nycklar frén [0, N — 1] B < array med N tomma sekvenser
while —=S.ISEMPTY() do
® Bucket-sort anvander nycklarna som index i en f « S.FIRST()
hjalparray B av sekvenser (k, 0) « S.REMOVE(f)
«  Fas1: BJ[k].INSERTLAST((k, 0))
Toém sekvensen S genom att flytta varje fori < 0to N —1do
post (k,v) sist i sin bucket B[k] while —B[i].ISEMPTY() do
= Fas2: f + Bli].FIRST()
Féri=0,...,N — 1 flytta posterna i (k,0) +— B[i].REMOVE(f)

bucket B3] till slutet av sekvensen S SnseRTLAST((K, 0))

® Analys:
Fas 1 € O(n), Fas 2 € O(n+ N)
Bucket-sort € O(n + N)
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Exempel: Nycklar fran [0, 9]

@d (e (e (d B @e
ﬂ Fas 1

fiE el

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Fas 2

(0 e VY Y )y ) o Y

37
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Egenskaper och utokningar

Nycklarnas typ

® Nycklarna anvdnds som index i en array och kan inte vara objekt av
godtycklig typ (heltal &r enklast att hantera)

Stabil sortering

® Den relativa ordningen av alla par av data med samma nycklar ar
bevarad efter exekveringen av algoritmen

38
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Egenskaper och utokningar

Nycklarnas typ

® Nycklarna anvdnds som index i en array och kan inte vara objekt av
godtycklig typ (heltal &r enklast att hantera)

Stabil sortering

® Den relativa ordningen av alla par av data med samma nycklar ar
bevarad efter exekveringen av algoritmen

Utdkningar
® Heltalsnycklar fran [a, ]
= Sattin (k,v) i bucket Blk — a]
® Strangnycklar fran en andlig mangd strangar D

= Sortera D och berdkna rangen r(k) for varje strang k € D i
den sorterade sekvensen

= Sattin (k,v) i bucket Blr(k)]

38
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Radix-sort

® Ursprung: Herman Holleriths kortsorteringsmaskin for folkrakningen
1890 i USA

® Siffra-for-siffrasortering

® Holleriths (daliga*) ursprungsidé: sortera p& mest signifikant siffra
forst (MSD)

® Bra idé: sortera pa minst signifikant siffra forst (LSD), med en extern
stabil sorteringsrutin

*Han sorterade heltalsnycklar. Nar kan MSD-sortering vara bittre 4n LSD?
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Exempel: Exekvering av radix-sort

329
457
657
839
436
720
355

720
355
436
457
657
329
839

720
329
436
839
355
457
657

329
355
436
457
657
720
839

N

40
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Korrekthet for radix-sort

Anvand induktion over sifferposition

® Antag att talen &r sorterade pa sina
t — 1 lagsta siffror

® Sortera pa siffra t

720
329
436
839
355
457
657

25 september 2023

329
355
436
457
657
720
839

41
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Korrekthet for radix-sort

Anvand induktion Sver sifferposition

® Antag att talen &ar sorterade p3 sina
t — 1 lagsta siffror

® Sortera pa siffra t

= Tva tal som skiljer sig i siffra ¢
blir korrekt sorterade

25 september 2023

720 329
329 355
436 436
839 457
355 657
457 720
657 839

(

42
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Korrekthet for radix-sort

Anvand induktion Sver sifferposition

® Antag att talen &ar sorterade p3 sina
t — 1 lagsta siffror

® Sortera pa siffra t
= Tva tal som skiljer sig i siffra t
blir korrekt sorterade
= Tva tal som ér lika i siffra ¢ far
samma ordning som i indata

= ratt ordning

25 september 2023

720 329
329 355
436—» 436

839 w457
3554/'657
4577 1720

657 839

N
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Analys av radix-sort

® Antag att counting-sort anvdnds som extern sorteringsrutin
® Sortera n maskinord om b bitar vardera

® Vi kan se det som att varje ord har b/r siffror i bas 2"

Exempel:

32-bitars ord | ‘ \ \ |
r =8 = b/r = 4 pass av counting-sort p3 siffror i bas 28
eller = 16 = b/r = 2 pass av counting-sort p3 siffror i bas 216

Hur manga pass bor vi gora?

44
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Analys av radix-sort

Kom ihag: counting-sort tar tid ©(n + k) fér att sortera n tal fran [0, k — 1].
Om varje b-bitars ord bryts upp i r-bitars bitar tar varje pass av
counting-sort O(n + 2") tid.

Eftersom det blir b/r pass far vi

b
T(n,b) =0© <7 (n+ 27))
r
Valj r for att minimera T'(n, b)

® Att 6ka r ger farre pass, men nédr r > logn 6kar tiden exponentiellt.

45
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Att valja r

b
T(n,b) =0© <7 (n+ 2T))

r
Minimera T'(n,b) genom att derivera och satta till 0.
Eller, observera att vi inte vill ha 2" > n och att det inte skadar
asymptotiskt att valja r sa stort som mdjligt givet detta villkor.
Valet r = logn medfér T'(n, b) = ©(bn/logn).

® For tal i intervallet fran 0 till n¢ — 1 har vi b = dlogn
= radix-sort kér i tid ©(dn).

46
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Slutsatser

| praktiken &r radix-sort snabb for stora indata, samt enkel att koda och
underhalla.

Exempel: 32-bitars tal

® Som mest 3 pass ndr man sorterar > 2000 tal.

® Merge-sort och quick-sort anvénder minst [log 2000] = 11 pass.

Nackdelar: Det gar inte att sortera in-place med raknesortering. Det &r
ocksd sa att radix-sort inte har bra datalokalitet (vilket man kan se till att
quick-sort har) vilket gor att en val trimmad implementation av quick-sort
kan vara snabbare pa en modern processor med brant minneshierarki.

47
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Bogosort (ej quantum version)

void bogosort (ArrayList<Integer> 1) {
while (!sorted(1)) A{
shuffle(1l);

}
}
bool sorted(ArraylList<Integer> 1) {
for (int i = 1; i < l.size(); i++) {
if (l.get(i - 1) > 1l.get(i) {
return false;
}
return true;
}
}

49
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Bogosort (quantum version)

void bogosort (ArrayList<Integer> 1) {
shuffle(1l);
if (!sorted(l)) {
destroyUniverse ();
// Implementationsdetaljer fér detta
// lémnas till programmeraren

}

bool sorted(ArrayList<Integer> 1) {
for (int i = 1; i < 1l.size(); i++) {
if (l.get(i - 1) > 1l.get(i) {
return false;
}

return true;
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Patience sort

Fran start har vi inga hogar.
Fas 1:
® Vi drar ett "kort”(element)
® "Kortetplaceras i den hog langst till vars dversta kort har samma eller
hogre varde
® Ny hég om ingen existerande passar
Fas 2:
Sla ihop hégarna genom att plocka bort det minsta synliga kortet och
stoppa in det ldngst bak i listan med resultatet.

51
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Sleep sort

Vi forutsatter numerisk data.
For varje element x starta en ny trdd som:

® Sover z tid
® Skriver ut x

| teorin ger indatan [9,5,3,1,7] utsriften 1357 9.
® Risk for fel (varfér?)

® Vilken tidskomplexitet har vi?

52
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Solar bitflip sort

Undersék om arrayen ar sorterad
Om sorterad: returnera arrayen

Om ej sorterad: vanta 10 sekunder och hoppas att stralning fran
solen har flippat bits i minnet s3 att den blev sorterad.

53
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Worstsort - slide av Filip

1. Generera alla permutationer av indatat, spara i en lista
2. Sortera listan lexiografiskt med hjalp av bubblesort
3. Ta det forsta elementet

Komplexitet: Q((n!)?)

https://sites.math.northwestern.edu/~mlerma/
papers-and-preprints/inefficient_algorithms.pdf

54
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Worstsort — even worse - Slide av Filip

Generera alla permutationer av indatat, spara i en lista

2. Sortera listan lexiografiskt med hjalp av worstsort, om vi inte har
natt ett férutbestamt djup annu...

3. Ta det forsta elementet
Komplexitet: Q(((n!)...1)?2)

https://sites.math.northwestern.edu/~mlerma/
papers-and-preprints/inefficient_algorithms.pdf

55
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Information

En undre grans for jamforelsebaserad sor-
tering

3 Sortering i linjar tid?

Counting-sort

Bucket-sort

Radix-sort . .
Intressanta/roliga algoritmer

Halkortsteknologi
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"Modernt” halkort fran IBM

’312345678‘3HB\:DEFGH]JKLHNDPGRSTUVHKYZ DATASTRUKTURER OCH ALGORITMER 2812-18-81
n mi I minp o
ERREERERR nn e im na

EY ISSEERREY IERERREEY IREEEEREEEERTEEERET (I IECEESEEURRECERT ERRREEREREERT FET IERT [RRY

444404444444404444444404444444044444 404444 44044044444444444444404444444444444444

S3 det ar darfér skalfénster har 80 kolumner!
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Herman Hollerith (1860-1929)

® 1880 ars folkrakning i USA tog nastan 10 ar
att bearbeta.

® Under tiden arbetade en forelasare vid MIT
fram halkortsteknologin.

® Hans maskiner, inklusive en "kortsorterare”,
gjorde att folkrakningen 1890 kunde slutféras
pa 6 veckor.

® Han grundade "The Tabulating Machine
Company” 1911, vilket gick samman med
andra foretag 1924 for att bilda "International
Business Machines”

25 september 2023
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Halkort

® Halkort = datapost
® Hal = virde

® Algoritm = maskin
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Holleriths tabuleringssytem

® Pantografisk halmaskin

® | 3sare mandvrerad med
handkraft

® \/isare for rakneresultat

® Sorteringlada

25 september 2023
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Ursprunget till radix-sort

Holleriths patentansékan fran 1899 talar om radix-sort med bérjan fran den
mest signifikanta siffran:
The most complicated combinations can readily be counted with
comparatively few counters or relays by first assorting the cards
according to the first items entering into the combinations, then
reassorting each group according to the second item entering
into the combination, and so on, and finally counting on a few
counters the last item of the combination for each group of
cards.

Att kora radix-sort med minst signifikant siffra férst verkar vara en
uppfinning av maskinoperatérerna.
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Sorteringsmaskinen

En operator sitter in ett kort i o4
pressen.
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Stift pa pressen nar genom halen i 1 I
hélkortet och far kontakt med g
kvicksilverfyllda bagare under | ; i
kortet. I -

Nir ett visst siffervarde slas in
lyfts locket pa motsvarande
sorteringsfack.

Operatoren lagger kortet i facket
och sténger locket.

Nir alla kort bearbetats 6ppnas frontpanelen och korten samlas in i
ordning, vilket ger ett pass av en stabil sorteringsrutin.

Holleriths Tabulator, Pantograph, Press och Sorter

II LINKOPING
@ UNIVERSITY



Nasta gang:
Introduktion till grafer
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