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1 Dekomposition

Divide and conquer, séndra och harska

o Ett allmiint paradigm for algoritmdesign:

— Dela upp indata S i tva eller fler disjunkta delmingder S, S5, ...

— Los delproblemen rekursivt
— Kombinera 16sningarna till delproblemen till en 18sning till S

e Basfallen &r delproblem av konstant storlek
e Analysen kan genomf6ras m.h.a. rekurrensrelationer

Exempel: Matrismultiplikation

Cu Cn ) ( A Ap ) ( B
C=AB& =
( G Cx Ay Axp By
Antag att vi har n x n-matriser och att n = 2% for nagot k

function MUL(A, B, n)
if n =1 then return A - B

Cu —ADD(MUL(AM,Bm%)MUL(Alz’le,%) 5)
C12 =ADD(MUL(A11,B12,5),MUL(A12,B22,5),7)
=ADD(MUL(A21,By1,5),MUL(A2,B>1,5),5)
sz =ADD(MUL(A21,B12,5),MUL(A22,B22,5), 5 )
return C
Analys
(1) =1
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Exempel: Matrismultiplikation (Strassen)

ciuoci2 \_ ( an an byy bi2
c1 2 ay  ap by by

Kan berdknas genom m; = (a12 —azz) . (b21 -l—bgz) my = (a12 +a22) . (b11 +b22) ms3 = (6111 —021)-

(b11 +b12) mg = (ayr +ai2) by ms = ayy - (bya — bay) me = axy - (byy — by1) my = (az +axn)- by

C1] = my +mp —my +mg Cc1p = My +ms cy1 = Mg + M7 Cpp = My —m3 +ms —my

Analys
Sammanlagt 7 multiplikationer och 18 additioner/subtraktioner
Multiplikation av tva n X n-matriser tar tid

I(1)=1 2.81
77 (3) + 18- (3)° } =T ~n

~
—

B
=

I

Strassen i praktiken

e Anviind Strassens matrismultiplikationsalgoritm for stora matriser (n > b).
e Anvind vanlig matrismultiplikation for mindre matriser (n < b)
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tid (s}

Hur ska brytpunkten véljas? b n=>512

Exempel: Multiplikation av binara tal

X=X [ Xp—2.. X2 XD_| ... X|X) = a-22+4+b

a b

Y= Yn—1Yn—2---y1yi_1...y1yo =c¢-22 +d

c d
x-y=a-c2"+(a-d+b-c)2 +b-d

Antag att n = 2F
function MULT(x, y, k)

if k =1 then return x xy

else
[a,b] < x
[e,d]
p1 <MULT(a,c,k—1)
p2 <MULT(b,d,k—1)
p3 +MULT(a,d,k—1)
P4 <MULT(b,c,k—1)
return p; - 2"+ (p3+ps)-22 +p;

Analys
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Exempel: Smartare multiplikation (Karatsuba)
A<a-cB+b-dC« (a+b)-(c+d) D+ A-2"+(C—A—B)-2: +BD=a-c-2"+(a-d+b-c)-
25 4+b-d =x-y
function SMARTMULT(x, y, k)
if £ < 4 then return x *y
else
[a,b] + x
[e,d] <y
A <~SMARTMULT(a,c,k—1)
B +—SMARTMULT(b,d k— 1)
C <~SMARTMULT(a+b,c+d,k—1)
returnA-2" +(C—A—B)-25 +B

Analys
T(4)= g)(l) } =T(n)e 0(n10g23) c 0(111’58)

2 Totals6kning

Exhaustive search, totalsékning

e Ga igenom alla tinkbara 16sningar och kolla om det &r den sokta 16sningen.Detta gors med fordel
rekursivt.

Ofta ir antalet tdnkbara I9sningar exponentiellt manga och da gar det bara att anvénda fér sma n. Total-
sokning dr en metod man tar till i sista hand.

Det svaraste med totalsokning 4r normalt att se till att man gar igenom varje tdnkbar 16sning en (och
helst inte mer &n en) gang. Att sedan kolla om det ér den sokta (eller optimala) 16sningen brukar vara Itt.

Ibland kan man redan innan en téinkbar 16sning dr fardigkonstruerad se att den inte dr en mojlig 10sning.
Da kan man strunta i att ga vidare med den och istillet ga tillbaka och konstruera nista mojliga 16sning.
Detta kallas backtracking.

TSP — handelsresand_eproblemet

Hitta kortaste turen som passerar alla stidder en gang.

Olika varianter av problemet:

e Generell TSPprobleminstans: graf med kantvikter
e Euklidisk TSP i dimension dprobleminstans: stiderna givna som koordinater i R?

Exempel: Lésning av generell TSP med totalsékning
function TSP(n,d[1...n,1...n])
minlen < oo
for i < 1 to n do visited|i] < false
for i< 1tondo
perm[1] + i; visited|i] + true
CHECKPERM(2,0)
visited[i] + false
return minlen
procedure CHECKPERM(k, length)
if k > n then
totalLength < length+ d[perm[n], perm[1]]
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if totalLength < minlength then
minlength < totalLength
else
fori< 1tondo
if —wisited|i] then
permlk] < i; visited[i] + true
CHECKPERM (k + 1,length + d[perm[k — 1],i])
visited[i] < false

24.11
3 Dynamisk programmering
Berékning av Fibonaccital
e Fibonaccitalen har en rekursiv definition:Fop = 0F) = 1F; = F;_| + F;_, fori > 1
e Som rekursiv algoritm (forsta forsoket):
function BINARYFI1B(k)
if k < 2 then
return k
else
return BINARYFIB(k — 1)+ BINARYFIB(k — 2) 412
Analys av Fibonacci med binéar rekursion
e LAt ny beteckna antalet rekursiva anrop gjorda av BinaryFib(k)
-ny=n; =1
- n2:n1+n0+1:1+1+1=3
-nmy=m+n+1=34+14+1=5
-—m=nm+n+1=5+34+1=9
- ns :n4+n3+l =9+5+1=15
—ng=ns+ns+1=15+9+1=25
- ny=ng+ns+1=25+15+1=41
e Virdet atminstone fordubblas for vartannat virde pa ng. D.v.s ng > 2k/2 Antalet anropet vixer expo-
nentiellt!
24.13
En battre algoritm for Fibonaccital
e Anvind dynamisk programmering istéllet:
function DYNPROGFIB(k)
int F[0..k]
F[0]=0
F[1]=1
fori=2tokdo
F[i] = F[i-2] + F[i-1]
return F[k]
e Garitid O(k)
24.14
Dynamisk programmering
e Tillimpbart pa problem som vid forsta paseende verkar kriva mycket tid (mgjligtvis exponentiellt)
forutsatt att vi har:
— Enkla delproblem: delproblemen kan definieras i termer av nagra fa variabler
— Optimalitet hos delproblemen: det globalt optimala vérdet kan definieras i termer av optimala
delproblem
— Overlapp hos delproblemen: delproblemen ir inte oberoende, istillet Sverlappar de (och borde
dérfor konstrueras botten-upp)
24.15



Dynamisk programmering

Bestidm strukturen hos optimal 16sning
Still upp rekursion for optimalvirdet
Beriikna delproblemens optimalvérden fran sma till stora

Exempel: Maximal triangelstig

Problem: hitta stigen fran toppen till botten som maximerar summan av de ingdende talen.

©
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n = antalet rader finns 2"~! stigar att prova g; j = element nr j p rad i

Dynamisk programmeringslésning

e Optimala losningens strukturstig uppbyggd av delstigar
e RekursionLat V[i, j] = virdet pa basta stigen fran a;; ner till rad n

Vi j] = { a;j om i=n (sista raden)

ajj+max(V[i+1,j],V[i+1,j+1]) annars

e Berikning
for j=1tondo
V[”J] < apj
for i =n—1 downto 1 do
for j=1toido
Vi, jl < ajj+max(V[i+1,/,V[i+1,j+1])
return V[1,1]

Tidskomplexitet: O(n?)

Delsekvenser

e En delsekvens av en string xox1x3 ...x,_1 r en strang pd form x; x1, ...x;, dir i; <ijq

e Inte samma sak som delstring!

Exempel: ABCDEFGHIJK

Delstring: CDEF
Delsekvens: ACEGIJK
Delsekvens: DFGHK
Inte delsekvens: DAGH

Langsta gemensamma delsekvensproblemet (LCS)

e Givet tva stringar X och Y ir lingsta gemensamma delsekvensproblemet (LCS) att hitta den lingsta

delsekvensen gemensam for X och Y

e Har tillimpningar vid testning av overensstimmelse mellan DNA-stringar (alfabetet ar {A,C,G,T})

Exempel

ABCDEFG och XZACKDFWGH har ACDFG som en ldngsta gemensam delsekvens

Konstruera optimallosningen (ev. med extra information som lagras i steg 3)
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Ett daligt satt att narma sig LCS-problemet

e En brute-forcelosning

— Enumerera alla delsekvenser av X

— Testa vilka som ocksa ér delsekvenser av Y

— Vilj den ldngsta

e Analys

— Om X har lingd n innehaller den 2" delsekvenser

— Det hir en algoritm som kriver exponentiell tid!

Dynamisk programmering och LCS-problemet

e L&t L[i, j] vara lingden av den ldngsta gemensamma delsekvensen av X[0...i] och Y[0... j]

e Tillat —1 som index, sa att L[—1,k] = 0 och L[k, —1] = 0 for att indikera att null-delen av X eller Y

inte alls matchar den andra stringen

e Da kan vi definiera L[i, j] i det allminna fallet som f6ljer:
- OmX[{]=Y[j]dr L[i,j]=L[i—1,j— 1]+ 1 (vi kan ligga till den hir triffen)
- Om X[i] # Y[j] ér L[i, j] = max{L[i — 1, j],L[i, j— 1]} (vi har ingen traff hir)

Fall 1:

0123456789 1011

Y=CGATAATTGAGA

L[8,10]=5 \\\\\ /

X=GTTCCTAATA

0123456789

En algoritm fér LCS
function LCS(X,Y, |X|=n,|Y|=m)

fori=—1ton-1do
L[i,—1]=0
for j =0tom-1do

fori=0ton—1do
for j=0tom—1do
if X[i] = Y[/] then
Lli,jl=L[i—-1,j—1]+1
else

Li, j] = max{L[i -1, j}, L[i,j — 1]}

return array L

Fall 2:

012345678910
L[8,10]=5
X=GTTCCTAATA

0123456789
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Visualisering av LCS-algoritmen
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Analys av LCS-algoritmen
e Vi har tva nistlade loopar
— Den yttre itererar n ggr
— Den inre itererar m ggr
— I varje iteration av innerloopen utfors en konstant médngd arbete
— Alltsé &r den totala exekveringstiden O(nm)

e Svaret finns i L[n,m] (och delsekvensen kan aterskapas utifrén tabellen L)

4 Giriga algoritmer

Giriga algoritmer
Algoritmer som 16ser en bit av problemet i taget. I varje steg gors det som ger bést utdelning/kostar
minst.
e Den giriga metoden ir ett allmént paradigm for algoritmdesign som bygger pa foljande:
— konfigurationer: olika val, samlingar eller vérden att hitta
— malfunktion: konfigurationer tilldelas en podng som vi vill maximera eller minimera
e Det fungerar bist applicerat pa problem med greedy-choice-egenskapen:

— en globalt optimal 16sning kan alltid hittas genom en serie lokala forbéttringar utgaende fran en
begynnelsekonfiguration

For manga problem ger giriga algoritmer inte optimala 16sningar utan kanske hyfsade approximativa
16sningar.

Ge véxel

e Du behover ge x cent i vixel, genom att anvinda mynt med valorerna 1, 5, 10 och 25 cent. Vilket dr
det minsta antalet mynt som behovs for att ge viaxeln?
Girig approach:

— Ta sa manga 25-centsmynt som mgjligt, sedan

— ta sa manga 10-centmynt som mdjligt, sedan

— ta s manga 5-centsmynt som mdjligt, sedan

— ta s manga 1-centsmynt som behovs for att bli fardig.
Exempel: 99 cent = 3 %25 cent + 2% 10 cent + O*5 cent + 4 % 1 cent
Ar detta optimalt?
1, 5, 10 och 25 cent: girig algoritm ger optimum
1, 6 och 10 cent: girig algoritm ger inte optimum
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