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1 Riktade grafer

Introduktion

e Ien riktad graf &r alla bagar riktade

Egenskaper
e En graf G = (V,E) sadan att varje bage gar i en riktning:
— Bége (a,b) gér fran a till b men inte fran b till a.

e Om G ir enkel (inga parallella bagar och inga 6glor) giller m < n-(n— 1), d.v.s. m € O(n?).
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Politisk bloggosfar-graf
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Nattliga I&n mellan banker
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Implikationsgraf



if x5 is true,
then x0 is true
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WordNet-graf

event

happening occurrence occurrent natural_event T
miracle

act human_action human_activity

change alteration modification miracle \
/ ’\ \ group_action

amage harm impairment transition increase forfeitforfeiture sacrifice action
resistance opposition transgression
leap jump saltation jumpleap
change
demotion variation

motion movement move

locomotion travel descent
runrunning jump parachuting
http://wordnet.princeton.edu dash sprint
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Population/Popular Support
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Government
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Insurgents
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Coalition Forces & Actions

Physical Environment

Afghanistan Stability / COIN Dynamics L - Sntcan

= Delay

OUTSIDE SUPPORT
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Manpower
Reertiing &
n | Retention

TRIBAL
GOVERNANCE i
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Tilldmpningar

transport gatukorsning enkelriktad gata
WWW hemsida hyperlidnk
néringskedja art rovdjur-byte-forhallande
schemalédggning uppgift foregangarvillkor
finansiell bank transaktion
mobiltelefon person ringt samtal
smittsam sjukdom person infektion
citeringar artikel citering
objektgraf objekt pekare
arvshierarki klass arver fran
kontrollflode kodblock hopp

Nagra algoritmiska grafproblem

e Stig. Finns det en riktad stig fran s till ¢?
e Kortaste vig. Vilken &r den kortaste riktade stigen fran s till #?

e Stark konnektivitet. Finns det en riktad stig mellan alla par av noder?

Topologisk sorting. Gar det att rita den riktade grafen sa att alla kanter pekar uppat?

Transitivt holje. For vilka noder v och w finns det en stig fran v till w?

Page Rank. Hur betydelsefull &r en webbsida?

Riktad DFS

e Vi kan specialisera traverseringsalgoritmerna (DFS och BFS) till riktade grafer
o I den riktade DFS-algoritmen fér vi fyra typer av bagar

— “discovery”-bagar
— bakat-bagar

- framat-bagar

— korsande bagar

e En riktad DFS med start i nod s bestimmer vilka noder som #r nabara fran s
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2 Konnektivitet

Nabarhet
DFS-tréd rotat i v: noder nabara fran v via riktade stigar

23.14

Starkt sammanhé&ngande
Varje nod #r nabar fran alla andra noder

23.15

Algoritm fér att avgdra starkt sammanh&ngande

e ViljennodviG
e // Kan alla noder nas fran v?Utfor DFS franvi G

— Om det finns w som inte besoks svara “'nej”

e Lat G’ vara G med riktningen pé varje bige omkastad
e //Kan v nds frdn alla noder?Utfor DFS franvi G’

— Om det finns w som inte besoks svara “'nej”

99: 99

— Annars, svara ’ja



e Kortid: O(n+m)

Starkt sammanh&ngande komponenter

e Maximal delgraf sadan att varje nod kan nd alla andra noder i delgrafen
e Kan ocksé goras i O(n+ m) tid genom att anviinda DFS i flera steg

3 Transitivt hélje

Transitivt hélje
e Givet en riktad graf G, lat det transitiva holjet av G vara den riktade grafen G* sadan att
— G har samma noder som G
— om G har en riktad stig fran u till v (# # v) sa har G* en riktad bage fran u till v

e Det transitiva holjet ger information om nabarheten i en riktad graf

Berakning av transitiva héljet

e Vi kan kora DFS med start i varje nod vy, ..., vy, alltsd O(n- (n+m))
e Alternativt anvinda dynamisk programmering: Floyd-Warshalls algoritm
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Transitiva héljet med Floyd-Warshall
e Numrera noderna 1,2,...,n.
o [ fas k, betrakta bara stigar som anvédnder noder med nummer 1,2,. ..,k som mellanliggande noder:

Anvander bara noder numrerade 1,...,k
(lagg till bagen om den inte redan dr med)
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Stig med noder
numrerade 1,...,k-1

Stig med noder
numrerade 1,...,k-1

23.20

Floyd-Warshalls algoritm
e Floyd-Warshalls algoritm numrerar noderna i G som vy, ..., v, och berdknar en serie riktade grafer
Go,...,Gy
- Go=G
— Gy har en riktad bage (v;,v;) om G har en riktad stig fran v; till v; med mellanliggande noder i
mingden {vi,...,v}
e Viser att G, = G*
e I fas k beriknas grafen Gy utgaende fran G,
e Kortid: O(n®) om areAdjacent ir O(1) 23.21
Floyd-Warshalls algoritm

function FLOYDWARSHALL(G)
Gy G
for k < 1 ton do

Gy <+ Gy
fori< 1ton (i#k)do
for j« 1 ton (j#ik)do
if G_|.AREADJACENT(v;, v;) then
if G;_|.AREADJACENT (v, v;) then
if “Gy.AREADJACENT(v;,v;) then
Gy .INSERTDIRECTEDEDGE(v;, v}, k)

return G, 23.22

Exempel: Floyd-Warshall
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Floyd-Warshall, iteration 1

23.24

Floyd-Warshall, iteration 2

23.25

Floyd-Warshall, iteration 3
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4 Topologisk sortering

Riktade acykliska grafer och topologisk ordning

e En riktad acyklisk graf (DAG) ér en riktad graf som inte har nagra riktade cykler

o En topologisk ordning av en graf 4r en totalordning vy,..., v, av noderna sadan att varje bage (v;,v;)
uppfyller i < j

e Exempel: I en riktad graf som svarar mot en instans av uppgiftsschemalidggning dr en topologisk
ordning en sekvens av uppgifter som uppfyller kraven pa inbordes ordning mellan uppgifterna

Proposition 1. En riktad graf gér att ordna topologiskt omm grafen &r en DAG

Topologisk
ordning av G 03.31

Topologisk sortering
Numrera noderna, sa att (u,v) € E = u <v

11



1 En typisk studentdag

Algoritm f6r topologisk sortering

procedure TOPOLOGICALSORT(G)
S < ny tom stack
for all u € G.VERTICES() do
14t INCOUNTER (u) vara ingraden for u
if INCOUNTER(u) = 0 then
S.PUSH(u)
i1
while —~S.ISEMPTY() do
u < S.POP()
1at u fa nummer i i den topologiska ordningen
ii+1
for all utgdende kanter (u,w) frén u do
INCOUNTER (W) <— INCOUNTER(w) — 1
if INCOUNTER(w) = 0 then
S.PUSH(w)

Kértid: O(n+m).

Alternativ algoritm fér topologisk sortering
procedure TOPOLOGICALSORT(G)

H<+—G

n < G.NUMVERTICES

while H ir icke-tom do
1at v vara en nod utan utgéende bagar
miérk v med n
n<—n—1
ta bort v fran H

Kortid: O(n+m). Hur da...?

Algoritm fér topologisk sortering via DFS

Simulera algoritmen genom att anvédnda en djupetforstsokning

procedure TOPOLOGICALDFS(G)
n < G.NUMVERTICES

siitt alla noder och bagar till UNEXPLORED som i DFS

for all v € G.VERTICES() do
if GETLABEL(v) = UNEXPLORED then
TOPOLOGICALDFS(G,v)

procedure TOPOLOGICALDFS(G,v)
SETLABEL(v, VISITED)
for all e € G.INCIDENTEDGES(v) do
if GETLABEL(¢) = UNEXPLORED then
w <—OPPOSITE(v, ¢)

12

> tempordr kopia av G
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if GETLABEL(w) = UNEXPLORED then
SETLABEL (e, DISCOVERY)
TOPOLOGICALDFS(G,w)
else
e ir korsande bage eller framat-bage
mirk v med topologiskt nummer n
n<n—1

Exempel: Topologisk sortering

Exempel: Topologisk sortering

Exempel: Topologisk sortering
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Exempel: Topologisk sortering
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Exempel: Topologisk sortering
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Exempel: Topologisk sortering
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Exempel: Topologisk sortering
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Exempel: Topologisk sortering

23.43

Exempel: Topologisk sortering
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Exempel: Topologisk sortering

23.45
5 Viktade grafer
Viktade grafer
o Ien viktad graf &r varje bage associerad med ett numeriskt vérde kallat bagens vikz.
e Bagvikter kan representera avstand, kostnader, etc.
23.46

Google maps
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TillAmpningar

PERT/CPM

Kartapplikationer

Seam carving

Robotnavigering

Texture mapping

Typsittning i TeX

Trafikplanering i stadsmiljo

Optimal pipelining f6r VLSI-chip
Schemaldggning av telemarketingforsiljare
Routing av meddelanden inom telekom.
Routingprotokoll for nitverk (OSPF, BGP, RIP)
Utnyttja gynsamma situationer vid valutahandel
Optimal ruttplanering for lastbilar givet trafikstockningsmonster
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Eng. endpoints, incident, adjacent, degree, parallel, loops 23.49

6 Kortaste vagar

Problemet kortaste vag
e Givet en viktad graf och tva noder « och v vill vi hitta en stig mellan « och v med minimal total vikt.

— Lingden av en stig dr summan av vikterna pa stigens bagar

Exempel
Kortaste vigen mellan Providence och Honolulu

23.50
Egenskaper hos kortaste vagar
e En delvig av en kortaste vig dr ocksa en kortaste vig
e Det finns ett trid av kortaste vigar fran en startnod till alla andra noder
Exempel
Ett trid av kortaste vigar fran Providence
23.51
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Dijkstras algoritm

e Avstandet fran en nod v till en nod s dr lingden av kortaste vdgen mellan s och v
e Dijkstras algoritm beriknar avstanden fran en given startnod s till alla noder v i grafen
e Antaganden:

— grafen dr sammanhingande

— bagarna &r oriktade

— grafen har inga dglor eller parallella bagar
— bagvikterna idr ickenegativa

e Vibygger ett “moln” av noder med start i s, som till slut ticker alla noder

e Vi mirker varje nod v med d(v), vilket betecknar avstdndet mellan v och s i delgrafen bestiende av
molnet och noderna som &r grannar till molnet

e [ varje steg

— ldgger vi till den nod u utanfor molnet som har minst avstdndsmérkning d(u)

— uppdaterar vi mirkningen av noderna som &r grannar till u

Utdkningssteget

e Betrakta en bige e = (u,z) sidan att
— u dr noden vi nyligen lagt till i molnet

— zinte dr med i molnet
e Relaxeringen av bigen e uppdaterar d(z) enligt:

- d(z) < min{d(z),d(u) + weight(e)}

T AR 4)=75

Dijkstra pseudokod
function dijkstra(v,, v,):
initialize every vertex to have a cost of infinity.
setv,'s cost to 0.
pqueue :={v,, with priority 0}. // ordered by cost

while pqueue is not empty:
v := dequeue vertex from pgueue with minimum priority.
mark v as visited.
if vis v,, we can stop.
for each unvisited neighbor n of v:
cost :=V's cost + weight of edge (v, n).
if cost < n's cost:
set n's cost to cost, and n's previous to v.
enqueue n in the pqueue with priority of cost,
or update its priority if it was already in the pqueue.

reconstruct path from v, back to v,, following previous pointers.

20
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Exempel

e dijkstra(A, F);

v,'s avstand :=0. alla andra avstand := co.

function dijkstra(v,, v,):
v,'s cost := 0.
pqueue :={v,}. // ordered by cost

while pqueue is not empty:
v := dequeue min cost from pgueue.
mark v as visited.
if vis v,, we can stop.
for each unvisited neighbor n of v:
cost :=V's cost + weight of edge (v, n).
if cost < n's cost:
set n's cost to cost and n's previous to v.
enqueue or update n in the pgueue.

reconstruct path from v, back tov,,
following previous pointers. oo 0o

« | vara diagram farglagger vi en nod:
— vit om den &r outforskad
om den koats for senare behandling
— gron om den besokts (plockats ut ur kén) och behandlats

pgueue = {A:0}

23.55

Exempel

e dijkstra(A, F);

function dijkstra(v,, v,):
v,'s cost := 0.
pqueue :={v,}. //ordered by cost

while pqueue is not empty:
v := dequeue min cost from pqueue. // A
mark v as visited.
if vis v,, we can stop.
for each unvisited neighbor n of v: // B, D
cost :=v's cost + weight of edge (v, n).
if cost < n's cost:
set n's cost to cost and n's previous to v.
enqueue or update n in the pqueue.
// B's cost =0+2, D's cost = 0+1
reconstruct path from v, back to v,,
following previous pointers. oo 0o

(o)

pqueue = {D:1, B:2}

23.56

Exempel
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e dijkstra(A, F);

function dijkstra(v,, v,):
v,'s cost := 0.
pqueue :={v,}. //ordered by cost

while pqueue is not empty:
v := dequeue min cost from pqueue. // D
mark v as visited.
if vis v,, we can stop.
for each unvisited neighbornof v: //C,E, F, G
cost :=V's cost + weight of edge (v, n).
if cost < n's cost:
set n's cost to cost and n's previous to v.
enqueue or update n in the pqueue.
// C=1+2, E=1+2, F=1+8, G=1+4

reconstruct path from v, back to v,,
following previous pointers.

pqueue = {B:2, C:3, E:3, G:5, F:9}

23.57
Exempel
e dijkstra(A, F);
function dijkstra(v,, v,): 0 2
v,'s cost := 0.
pqueue :={v;}. //orderedbycost A e o ——==2
while pqueue is not empty:
v := dequeue min cost from pqueue. // B
mark v as visited.
if vis v,, we can stop. 3 3
for each unvisited neighbornofv: //E 7 N A== =====>p  (AKE—=—=—==—=—
cost := v's cost + weight of edge (v, n). // 2+10
if cost < n's cost:
set n's cost to cost and n's previous to v.
enqueue or update n in the pqueue.
// no change
reconstruct path from v, back to v,,
following previous pointers. 9 5
pqueue = {C:3, E:3, G:5, F:9}
23.58

Exempel
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e dijkstra(A, F);

function dijkstra(v,, v,):
v,'s cost := 0.
pqueue :={v,}. //ordered by cost

while pqueue is not empty:
v := dequeue min cost from pgueue. //C
mark v as visited.
if vis v,, we can stop. 3
for each unvisited neighbor n of v: // F
cost :=v's cost + weight of edge (v, n). // 3+5
if cost<n'scost: //8<9
set n's cost to cost and n's previous to v.
enqueue or update n in the pqueue.
//F=8
reconstruct path from v, back to v,,
following previous pointers.

pqueue = {E:3, G:5, F:8}

23.59

Exempel

e dijkstra(A, F);

function dijkstra(v,, v,):
v,'s cost := 0.
pqueue :={v,}. // ordered by cost

while pqueue is not empty:
v := dequeue min cost from pqueue. // E
mark v as visited.
if vis v,, we can stop. 3
for each unvisited neighbornofv: // G
cost := v's cost + weight of edge (v, n). // 3+6
if cost<n'scost: //9>5
set n's cost to cost and n's previous to v.
enqueue or update n in the pqueue.
// no change

reconstruct path from v, back to v,,
following previous pointers.

pgueue = {G:5, F:8}

23.60

Exempel
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e dijkstra(A, F);

function dijkstra(v,, v,):
v,'s cost := 0.
pqueue :={v,}. //ordered by cost

while pqueue is not empty:
v := dequeue min cost from pqueue. // G
mark v as visited.
if vis v,, we can stop. 3
for each unvisited neighbor n of v: //F
cost :=V's cost + weight of edge (v, n). //5+1
if cost<n'scost: //6<8
set n's cost to cost and n's previous to v.
enqgueue or update n in the pqueue.
//F=6
reconstruct path from v, back to v,,
following previous pointers.

pqueue = {F:6}

23.61

Exempel

e dijkstra(A, F);

function dijkstra(v,, v,):
v,'s cost := 0.
pqueue :={v,}. // ordered by cost

while pqueue is not empty:
v := dequeue min cost from pqueue. //F
mark v as visited.
if vis v,, we can stop. 3
for each unvisited neighbor n of v:
cost :=v's cost + weight of edge (v, n).
if cost < n's cost:
set n's cost to cost and n's previous to v.
enqueue or update n in the pqueue.

reconstruct path from v, back to v,
following previous pointers. 6 5

pqueue = {}

23.62

Exempel
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e dijkstra(A, F);

function dijkstra(v,, v,):
v,'s cost := 0.
pqueue :={v,}. //ordered by cost

while pqueue is not empty:
v := dequeue min cost from pqueue.
mark v as visited.
if vis v,, we can stop.
for each unvisited neighbor n of v:
cost :=V's cost + weight of edge (v, n).
if cost < n's cost:
set n's cost to cost and n's previous to v.
enqueue or update n in the pqueue.

reconstruct path from v, back tov,,
following previous pointers. 6 5

// path={A, D, G, F}

23.63
Analys av Dijkstras algoritm
e Grafoperationer
— Vi anropar incidentEdges en gang for varje nod
e Mirkningsoperationer
— Vi himtar/sitter avstdnd och lokator f6r nod z O(deg(z)) ganger
— Att sitta/hédimta en mirkning tar tid O(1)
e Prio-kdoperationer
— Varje nod sitts in en gang och tas ut en gang fran prio-kon, dér varje inséttning och borttagning
tar tid O(logn)
— En nods nyckel i prio-kén dndras som mest deg(w) génger, dir varje nyckeldndring tar tid
O(logn)
e Dijkstras algoritm har exekveringstid O((n+m)logn) givet att grafen representeras med en grannlista
— Kom ihag att Y, deg(v) =2m
e Exekveringstiden kan ocksa uttryckas som O(mlogn) eftersom vi antagit att grafen dr sammanhing-
ande
23.64
Varfor Dijkstras algoritm fungerar
Dijkstras algoritm &r baserad pa den giriga metoden. Algoritmen ldgger till noderna efter 6kande avstand.
e Antag att algoritmen inte hittade alla kortaste avstand. Lat F' vara den forsta felaktiga noden som
behandlas.
e Nir den foregdende noden, D, lings den sanna kortaste vigen behandlades var dess avstand korrekt.
e Men bigen (D, F) relaxerades i det steget!
e Mao, sé linge d(F) > d(D) kan inte avstdndet till F bli fel. Dvs, ingen nod fér fel avsténd.
23.65
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Varfor Dijkstras algoritm inte fungerar med negativa bagvikter

Dijkstras algoritm &r baserad pa den giriga metoden. Algoritmen ldgger till noderna efter 6kande avstand.
e Om en nod med en negativ incident bage skulle ldggas till sent i molnet skulle den forstora avstandet
till noder som redan finns i molnet.

C’s sanna avstand ar 1, men finns
redan i molnet med d(C)=5! 23.66

Observationer

e Dijkstras algoritm fungerar genom att inkrementellt berikna kortaste vigen till mellanliggande noder
som eventuellt kan vara anviindbara.

— De flesta av dessa stigar ar i fel riktning.

e Algoritmen har ingen dvergripande uppfattning om hur malet ska ns; algoritmen utforskar utat i alla

riktningar.
— Kan vi tipsa algoritmen? Utforska i smartare ordning? 2367
Heuristiker
e heuristik: Spekulation, estimering eller kvalificerad gissning som avgoér hur sokningen efter en 16s-
ning till ett problem ska ga till.
— Exempel: Uppskatta avstandet mellan tva platser i en Google Maps-graf till lingden av en rit
linje mellan punkterna.
e giltig heuristik: En som inte 6verskattar avstandet.
— Ok om heuristiken ibland underskattar avstandet (till exempel Google Maps) 2368
A*-algoritmen
e A*(“A-stjarna): En modifierad version av Dijkstras algoritm som anvénder en heuristikfunktion for
att vigleda utforskandet av sokrymden.
@ kdnt avstand a-b @ T -u;,;sl:a_tt;t-a;s?&;(; T @
(via heuristik)
e Antag att vi letar efter vigar fran startnod a till ¢
— Varje mellanliggande nod b har tva kostnader:
— Den kiinda (exakta) kostnaden fran startnoden « till b
— Den heuristiska (uppskattade) kostnaden fran b till slutnoden c.
e [dé: Kor Dijkstras algoritm, men anvénd foljande prioritet i prioritetskon:
— priority(b) = cost(a, b) + Heuristic(b, c¢)
— Viljer att utforska vigar med lagre uppskattad kostnad 23.69
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Exempel: Labyrintheuristik

e En mojlig heuristik for att soka efter végar i en labyrint:

- H(pi, p2) =abs(py.x - p2.x) + abs(py.y - p2.y)  //dx +dy
— Idén: Utforska grannar med 1agt virde pa (cost + Heuristic)

5 4 2 3
4 3 1 2
a 2 c 1
4 3 1 2

Kom ihag: pseudokod for Dijkstras algoritm
function dijkstra(v,, v,):
initialize every vertex to have a cost of infinity.
setv,'s cost to 0.
pqueue := {v,, with priority 0}. // ordered by cost

while pgueue is not empty:
v := dequeue vertex from pqueue with minimum priority.
mark v as visited.
if vis v,, we can stop.
for each unvisited neighbor n of v:
cost :=V's cost + weight of edge (v, n).
if cost < n's cost:
set n's cost to cost, and n's previous to v.
enqueue n in the pqueue with priority of cost,
or update its priority if it was already in the pqueue.

reconstruct path from v, back to v,, following previous pointers.

Pseudokod fér A*-algoritmen
function astar(v,, v,):
initialize every vertex to have a cost of infinity.
setv,'s cost to 0.
pqueue = {v,, at priority H(v,, v,)}.

while pqueue is not empty:
v := dequeue vertex from pqueue with minimum priority.
mark v as visited.
if vis v,, we can stop.
for each unvisited neighbor n of v:
cost :=Vv's cost + weight of edge (v, n).
if cost < n's cost:
set n's cost to cost, and n's previous to v.
enqueue n in the pqueue with priority of (cost + H(n, v,)),

or update its priority to be (cost + H(n, v,)) if it was already in the pqueue.

reconstruct path from v, back to v,, following previous pointers.

Liagg mirke till att nodernas prioriteter paverkas av heuristiken, men inte deras kostnader.
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