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1  Grafer

1.1 Introduktion
Definition
e En graf ir ett par (V,E), ddr
— V dr en mingd noder (eller horn)

— E dr en mingd av par av noder kallade bagar (eller kanter)

Noder och bagar &r positioner och kan lagra element

Eng. vertices, edges

Bagtyper
e Riktad bage
— ordnat par av noder (u,v)

— u dr startnoden, v dr slutnoden
e Oriktad bage




— oordnat par av noder {u,v}

e Ien riktad graf &r alla bagar riktade
e Ien oriktad graf ir alla bagar oriktade

flight
AA 1206
miles

Varfor skall man studera grafalgoritmer?

e Tusentals praktiska tillimpningar

e Hundratals kinda grafalgoritmer
o Intressant abstraktion med stor tillimpbarhet
e Gren av datalogi och diskret matematik med manga utmaningar

Protein till protein-interaktionsnatverk
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Internet kartlagt av Opte-projektet
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Vetenskapliga klickstromar

10 miljoner Facebook-vanner

En veckas mejl inom Enron
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TillAmpningar

kommunikation telefon, dator fiberoptisk kabel
krets grind, register, processor koppling
mekanisk led stag, bjdlke, fjader
finansiell aktie, valuta transaktion
transport gatukorsning, flygplats vag, flygrutt
internet klass C-nit forbindelse
bréadspel pjdsernas positioner giltigt drag
socialt nitverk person, aktor vinskap, relation
neuralt nédtverk neuron synaps
proteinnétverk protein protein-proteininteraktion
kemisk sammansittning molekyl bindning

Terminologi

En bége har dndpunkter (a har dndpunkterna U och V)

Bagar som slutar i en nod n sidgs vara incidenta (a, d och b &r incidenta till V)
Noder kan vara grannar (U och V 4r grannar)

Noder har grad (X har grad 5)
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e Parallella bagar (h och i idr parallella bagar)
e Oglor (j 4r en 6gla)

Eng. endpoints, incident, adjacent, degree, parallel, loops 22.13

Mer terminologi

e En cykel ér en cirkulir sekvens av alternerande noder och bagar. Varje bage foregas och efterfoljs av
sina dndpunkter.

e En enkel cykel dr en cykel sadan att alla dess noder och bagar ir distinkta.

e C;=(V,b,X,8Y,f,W,c,U,a,V) ir en enkel cykel.

e Cy=(U,c,W,e,X,8,Y,f,W,d,V,a,U) ir inte en enkel cykel.

Eng. cycle, simple cycle 22.14

Egenskaper

Egenskap 1

Y, deg(v) = 2m Bevis: Varje bdge riknas tva ganger

Egenskap 2

I en oriktad graf utan dglor och parallella bagar giller m < n(n— 1)/2 Bevis: Varje nod har max grad (n—1)
Notation

e 1 antalet noder
e m antalet bagar
e deg(v) dr nod v:s grad

Exempel
n=4
m=6
deg(v) =3

22.15

Nagra algoritmiska grafproblem

Stig. Finns det en stig mellan s och 7?
e Kortaste vig. Vilken dr den kortaste stigen mellan s och ¢?

Cykel. Finns det en cykel i grafen?
e Eulertur. Finns det en cykel som anvénder varje bage exakt en gang?
Hamiltoncykel. Finns det en cykel som anvinder varje nod exakt en gang?



Konnektivitet. Finns det en forbindelse mellan alla noder?
e MST. Vilket ir det bista sittet att binda samman alla noder?

Utmaning. Vilka av problemen ovan ér enkla? Svara? Omojliga att 16sa effektivt?

1.2 ADT graf
De viktigaste metoderna for oriktade grafer

e Noder och bagar
— d&r positioner
— lagrar element

e Atkomstmetoder
— endVertices(e): en array med e:s tva dndpunkter
— opposite(v,e): noden motsatt v lings e
— areAdjacent(v,w): true omm v och w dr grannar
— replace(v,x): ersiitt elementet i nod v med x

— replace(e,x): ersitt elementet i bage ¢ med x

De viktigaste metoderna for oriktade grafer

e Uppdateringsmetoder
— insertVertex(o): sitt in en nod som lagrar elementet o
— insertEdge(v, w,0): sitt in en kant (v,w) som lagrar elementet o
— removeVertex(v): ta bort nod v (och dess incidenta bégar)
- removeEdge(e): ta bort bage e
e [teratormetoder
- incidentEdges(v): bagarna incidenta till v
— vertices(): alla noder i grafen

— edges(): alla bagar i grafen

1.3 Datastrukturer

Baglista

En sekvens av noder ér en sekvens av positioner for nodobjekt
En sekvens av bagar idr en sekvens av positioner fér bagobjekt
Nodobjekt lagrar element och referenser till positioner i nodsekvensen

Bagobjekt lagrar element, objekt for startnod, objekt for slutnod och referens till position i bagse-
kvensen

Bikonnektivitet. Finns det en nod som gor att grafen inte hdnger samman om man tar bort den?

Planaritet. Gar det att rita grafen utan att nagra bagar korsar varandra?
Grafisomorfi. Ar tva grafer identiska bortsett fran namnen pa noderna?
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Grannlista

e Ligger till extra struktur till baglistan
e Varje nod har en sekvens av dess incidenta bagar med referenser till de incidenta bagarnas bagobjekt
e Bagobjekt utokas med referenser till associerade positioner i incidenssekvensen for dess dndpunkter

22.20

Grannmatris

e Ligger till extra struktur till baglistan
e Nodobjekten utokas med heltalsnycklar (index) associerade med noderna
e Tvadimensionell grannarray

— Referens till bagobjekt for noder som &r grannar

— null f6r noder som inte dr grannar

ab
O, W)

22.21

Asymptotisk prestanda

n noder, m bagar o _ Grann-

inga parall?lla kanter | Baglista Grannlista matris
inga oglor

minne O(n+m) O(n + m) O(n?)
incidentEdges(v) O(m) O(deg(v)) O(n)
areAdjacent (v, w) O(m) | O(min(deg(v),deg(w)) | O(1)
insertVertex(o) o) o) O(n?)
insertEdge(v, w, o) 0(1) 0(1) 0(1)
removeVertex(v) O(m) O(deg(v)) O(n?)
removeEdge(e) 0oN) o) o)
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2 Sokning i oriktade grafer

2.1 DFS
Delgrafer
e En delgraf S av en graf G &r en graf sadan att
— Nodernai S ér en delméngd av noderna i G
— Bégarnai S dr en delméngd av bagarna i G

e En spinnande delgraf av G dr en delgraf som innehaller alla noder i G

Spannande delgraf

Eng. subgraph, spanning subgraph 22.23

Konnektivitet

e En graf dr sammanhédngande om det finns en stig mellan varje par av noder
e En sammanhingande komponent i en graf G 4r en maximal sammanhingande delgraf av G

Sammanhéangande graf

&—=O0

Ej sammanhangande graf med tva
sammanhangande komponenter

Eng. connected, connected component 22.24

Sammanhangande komponenter



22.25

Trad och skogar

o Ett (fritt) trid dr en oriktad graf T sédan att
— T @r sammanhéngande
— T inte har nagra cykler
— Den hir definitionen av trid skiljer sig fran den for rotade triad

e En skog dr en oriktad graf utan cykler
e De sammanhingande komponenterna i en skog &r triad

Tréad
Skog
Eng. tree, forest 22.26

Spénnande trad och skogar

Ett spannande trid till en sammanhidngande graf dr en spannande delgraf som dr ett trad
Ett spdnnande trdd &r inte unikt om inte ursprungsgrafen &r ett trid

Spannande trdd har tillimpningar i design av kommunikationsnétverk

En spédnnande skog till en graf dr en spdnnande delgraf som &r en skog



Spannande trad

Eng. spanning tree, spanning forest 22.27

Djupetférstsékning

Djupetforstsokning (DFS) dr en allmén teknik for att traversera en graf
DFSien graf G

Besoker alla noder och bagar i G

Avgér om G dr sammanhédngande

Beriknar de sammanhéngande komponenterna i G

Beriknar en spdnnande skog till G

DFS pa en graf med n noder och m bagar tar O(n+ m) tid
e DFS kan utokas for att 16sa andra grafproblem

— Hitta och beskriv en stig mellan tva givna noder i en graf

— Hitta en cykel i en graf

22.28

Algoritm fér DFS

procedure DFS(G)
for all u € G.VERTICES() do
SETLABEL (4, UNEXPLORED)

for all e € G.EDGES() do
SETLABEL (e, UNEXPLORED)

for all v € G.VERTICES() do
if GETLABEL(v) = UNEXPLORED then
DFS(G,v)

procedure DFS(G,v)
SETLABEL(v,VISITED)
for all ¢ € G.INCIDENTEDGES(v) do
if GETLABEL(¢) = UNEXPLORED then
w <—OPPOSITE(v,e)
if GETLABEL(w) = UNEXPLORED then
SETLABEL (e, DISCOVERY)
DFS(G,w)
else

SETLABEL (e, BACK) 22.29
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Exempel

@ outforskad nod
@ besokt nod

outforskad bage
— "discovery"-bage
- = =»  bage till forfader

22.30
Exempel
22.31
DFS och labyrintutforskning
e Algoritmen for DFS liknar en klassisk strategi for att utforska labyrinter
— Vi mirker varje korsning, hérn och atervéindsgriind (nod) vi besoker
— Vi mirker varje korridor (bage) vi gar genom
— Vi héller reda pa vigen tillbaka till ingdngen (startnoden) m.h.a. ett snore (rekursionsstacken)
P i |a
| ‘., »,
Yoruor | L
v
22.32
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Egenskaper

Egenskap 1
DFS(G, v) besoker alla noder och bagar i den sammanhéngande delen av G som v ingdr i

Egenskap 2

“discovery”-biagarna DFS(G, v) mirker upp utgér ett spinnande trid till den sammanhéngande komponen-

ten av G som v ingar i

Analys av DFS

Mirka/hdimta mirkning av nod/bage tar O(1) tid
Varje nod mirks tva ggr

— en gang som UNEXPLORED
— en gang som VISITED
Varje bage mirks tva ggr
— en gang som UNEXPLORED
— en gang som DISCOVERY eller BACK

Metoden incidentEdges anropas en gang for varje nod
DFS kors i tid O(n+m) givet att grafen &r representerad med en grannlista

— kom ihag att Y, deg(v) =2m

Hitta stigar

Vi kan specialisera DFS-algoritmen till att hitta en stig mellan tva givna noder v och z
Vi anropar DFS(G,v) med v som startnod

Vi anvinder en stack S for att hélla reda pa vigen fran startnoden till aktuell nod

Sé snart vi stoter pd méalnoden z returnerar vi innehallet pa stacken som den sokta stigen

procedure PATHDFS(G,v,z)
SETLABEL (v, VISITED)
S.PUSH(v)
if v =z then
skriv ut elementen i §
return
for all e € G.INCIDENTEDGES(v) do
if GETLABEL(e) = UNEXPLORED then
w <—OPPOSITE(v, e)
if GETLABEL(w) = UNEXPLORED then
SETLABEL (e, DISCOVERY)
S.PUSH(e)
PATHDFS(G,w,z)
S.POP() // e
else
SETLABEL (e, BACK)

S.POP() //v

Hitta cykler

e Vi kan specialisera DFS-algoritmen till att hitta en enkel cykel
e Vi anvinder en stack S for att halla reda pa vigen fran startnoden till aktuell nod

e S& snart vi stoter pa en kant (v,w) som leder till en forfader returnerar vi cykeln som innehéllet pa

stacken fran toppen till noden w

procedure CYCLEDFS(G,v,z)
SETLABEL (v, VISITED)

12
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S.PUSH(v)
for all e € G.INCIDENTEDGES(v) do
if GETLABEL(e) = UNEXPLORED then
w <—OPPOSITE(v, )
S.PUSH(e)
if GETLABEL(w) = UNEXPLORED then
SETLABEL (e, DISCOVERY)
CYCLEDFS(G,w)
S.poP() // e
else // hittat cykel
repeat
0 < S.POP()
skriv ut o
until o =w
return
S.POP() //v

2.2 BFS
Breddenfoérstsékning

o Breddenforstsokning (DFS) dr en allmén teknik for att traversera en graf
e BFSien graf G

Besoker alla noder och bagar i G
— Avg6r om G &dr sammanhédngande
— Beriknar de sammanhéngande komponenterna i G
— Beriknar en spannande skog till G
e BFS pa en graf med n noder och m bagar tar O(n+m) tid
o BFS kan utokas for att 16sa andra grafproblem
— Hitta och beskriv en kortaste stig mellan tva givna noder i en graf

— Hitta en enkel cykel i en graf, om det finns nagon

Algoritm fér BFS

procedure BFS(G)
mirk alla noder/bagar med UNEXPLORED som i DFS
for all v € G.VERTICES() do
if GETLABEL(v) = UNEXPLORED then BFS(G,v)

procedure BFS(G,s)

Lo < ny tom sekvens; Ly.INSERTLAST(s); SETLABEL(s,VISITED); i+ 0

while —L; ISEMPTY() do
Li1 < ny tom sekvens
for all v € L; ELEMENTS() do
for all ¢ € G.INCIDENTEDGES(v) do
if GETLABEL(e) = UNEXPLORED then
W <—OPPOSITE(v, e)
if GETLABEL(w) = UNEXPLORED then
SETLABEL (e, DISCOVERY)
SETLABEL(w,VISITED)
L;+1.INSERTLAST(w)
else
SETLABEL (e, CROSS)

i+—i+1

Exempel
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@ outforskad nod
@ besokt nod
outforskad bage
—> ‘"discovery"-bage
— ——> korsande bage

Exempel

Ll

Egenskaper
Lat G, beteckna den samman-héngande delen av G som s ingér i

Egenskap 1
BFS(G, s) besdker alla noder och bagar i G

Egenskap 2
“discovery”’-bagarna BFS(G,s) mérker upp utgér ett spinnande trid 7 till G

Egenskap 3
For varje nod vi L; géller

e Stigen i T fran s till v har i bagar
e Varje stig fran s till v i G, har minst i bagar
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Analys av BFS
e Mirka/hiimta mérkning av nod/bige tar O(1) tid
e Varje nod mérks tva ggr
— en gang som UNEXPLORED
— en gang som VISITED

Varje bage mirks tva ggr
- en gang som UNEXPLORED
— en gang som DISCOVERY eller CROSS

Varje nod sitts in en gang i en sekvens L;

— kom ihdg att )", deg(v) =2m

2.3 DFSvsBFS

TilldAmpningar

Metoden incidentEdges anropas en gang for varje nod
BFS kors i tid O(n+m) givet att grafen ér representerad med en grannlista

Tillimpningar DFS | BFS
Spénnande trad, samman- | + v
hiangande komponenter,
stigar, cykler
Kortaste stigar v

2-sammanhangande Vv
komponenter

Kanter som leder till redan besbkta noder
bage till forfader

e w dr en forfader till v i tridet av “discovery”-bagar
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DFS korsande bage

e w finns i samma niva som v eller i niista niva i triidet av "discovery”-bagar

BFS 22.44
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