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1 Sortering

1.1 Heap-sort
Sortering med prioritetskd

e Anvind en prioritetsko for att sortera en samling jamforbara element
— Sitt in elementen med en serie insdttningsoperationer

— Ta bort elementen i sorterad ordning med en serie removeMin-operationer

e Kortiden beror pa implementationen av prioritetskon:
— Osorterad sekvens ger urvalssortering och O(n?) tid
— Sorterad sekvens ger insittningssortering och O(n?) tid

e Kan vi dstadkomma négot béttre?

procedure PQSORT(S)

P < tom prioko

while =S.ISEMPTY() do
e < S.REMOVE(S.FIRST())
P.INSERT(e)

while =P.ISEMPTY() do
e + PREMOVEMIN()
S.INSERTLAST(e)
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Hojden av en heap

Proposition 1. En heap som lagrar n nycklar har hgjd O(logn)

Bevis. Vi anvénder att en heap ér ett fullstindigt binart trad.

e Lat i vara hojden av en heap som lagrar n nycklar

e Eftersom det finns 2/ nycklar pa djup i = 0,...s— 1 och minst en nyckel pa djup & far vin > 1+ 2+
44 +21

o Alltsdiirn>2" d.v.s. h <logn

djup nycklar

I
1 2 e
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Insattning i en heap
e Metoden insert i ADT prioko svarar mot insittning av nyckel & i heapen
o Insittningsalgoritmen bestar av tre steg
— Hitta platsen for inséttning z (det nya sista 1ovet)
— Lagra k vid z
— Aterstill heapegenskapen

.

nytt sista 16v

Upheap

e Efter insdttning av en ny nyckel k &r det inte sékert att heapegenskapen fortfarande ar uppfylld

e Metoden upheap aterstiller heapegenskapen genom att byta k lings uppatgéende stig fran inséttnings-
noden

e upheap terminerar nir nyckel k nér roten eller en nod vars forilder har en nyckel som inte 4r storre
an k

e Eftersom en heap har hdjd O(logn) gér upheap i tid O(logn)
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Borttagning fran en heap

e Metoden removeMin i ADT prioko svarar mot borttagning av rotnyckeln fran heapen
e Borttagningsalgoritmen bestar av tre steg

— Ersiitt rotnyckeln med nyckeln i det sista lovet w
— Tabortw

— Aterstill heapegenskapen

w

N\

sista lovet

nytt sista IOv 217

Downheap

e Efter ersittning av rotnyckeln med nyckel & fran sista 1ovet #r det inte sikert att heapegenskapen
fortfarande dr uppfylld

e Metoden downheap aterstiller heapegenskapen genom att byta k lings nedatgéende stig fran insitt-
ningsnoden

e downheap terminerar nir nyckel k nar ett 16v eller en nod vars barn har nycklar som inte 4r mindre
an k

e Eftersom en heap har hdjd O(logn) gir downheap i tid O(logn)

21.8

Heap-sort

e Betrakta en priokd med n element implementerad m.h.a. en heap
- minnesatgangen ir O(n)
— insert och removeMin tar O(logn) tid

— size, isEmpty och min tar O(1) tid

e Genom att anviinda en heapbaserad priokd kan vi sortera en sekvens av n element i O(nlogn) tid
e Den resulterande algoritmen kallas heap-sort

e Heap-sort dr mycket snabbare @n kvadratiska sorteringsalgoritmer
21.9




Sla ihop tva heapar

e Givet tva heapar och en nyckel k
e Skapa en ny heap dér rotnoden lagrar nyckel k och med de tva givna heaparna som deltriad
e Kor downheap for att aterstilla heapegenskapen

o o e

o M

21.10

Exempel: Konstruktion av heap botten-upp
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Exempel: Konstruktion av heap botten-upp

of

Exempel: Konstruktion av heap botten-upp

Analys

e Vi visualiserar virstafallstiden for ett anrop till downheap med en stig som forst gar till hger och
sedan upprepade ganger gar till vénster till botten av heapen

e Eftersom varje nod traverseras av som mest tvd sddana stigar dr det totala antalet stigar O(n)

e Alltsé &r tiden for att konstruera en heap botten-upp O(n)

e Den hir konstruktionsmetoden &r snabbare dn n upprepade inséttningar och gor att forsta fasen av
heap-sort blir effektivare

1.2 Merge-sort
Soéndra-och-harska

e Merge-sort #r en sorteringsalgoritm baserad pa sondra-och-hirska
o Likt heap-sort
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— har den exekveringstid O(nlogn)
e Olikt heap-sort
— anvénder den inte en prioko till hjélp

— accessar den data pa ett sekvensiellt sitt (Iampligt for att sortera data pa disk)
21.16

Merge-sort
Merge-sort pa en indatasekvens S med n element bestar av tre steg:

e Sondra: dela S i tva sekvenser S; och S, med vardera ca n/2 element
e Hirska: sortera S; och S, rekursivt
e Kombinera: sla ihop (merge) S| och S till en unik sorterad sekvens

procedure MERGESORT(S)
if S.S1ZE() > 1 then
(S1,82) <—PARTITION(S.SIZE()/2)
MERGESORT(S])
MERGESORT(S))

S <+~MERGE(S],53) 2117

Sl& ihop tvéa sorterade sekvenser

e Kombineringssteget: sla ihop tvéa sekvenser A och B till en sorterad sekvens S innehallande unionen
av elementen i A och B

e Attslé ihop tva sorterade sekvenser, var och en med n/2 element implementerade med dubbelléinkade
listor, tar O(n) tid

function MERGE(A, B)
S < tom sekvens
while —A.ISEMPTY() A ~B.ISEMPTY() do
if A.FIRST.ELEMENT() < B.FIRST.ELEMENT() then
S.INSERTLAST(A.REMOVE(A.FIRST()))
else
S.INSERTLAST(B.REMOVE(B.FIRST()))

while —A.1ISEMPTY () do
S.INSERTLAST(A.REMOVE(A.FIRST()))

while —~B.ISEMPTY() do
S.INSERTLAST(B.REMOVE(B.FIRST()))

return S 21.18

Merge-sorttradet

e Exekveringen av merge-sort kan visualiseras som ett binért trid
— Varje nod representerar ett rekursivt anrop till merge-sort och lagrar

* Osorterad sekvens fore exekveringen och dess partition
* Sorterad sekvens efter exekveringen

— Roten &r ursprungsanropet

— Léven dr anrop pa delsekvenser av storlek O eller 1

(7-7) [2-2] [o-9] [4-4

21.19



Exempel: Exekvering av merge-sort

e Partitionera

- 21.20

Exempel: Exekvering av merge-sort

e Rekursivt anrop, partitionera

Exempel: Exekvering av merge-sort

- - 21.21

e Rekursivt anrop, partitionera

21.22



Exempel: Exekvering av merge-sort

e Rekursivt anrop, basfall

¥

Exempel: Exekvering av merge-sort

o Rekursivt anrop, basfall

N

Exempel: Exekvering av merge-sort

e Sla ihop

ol
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Exempel: Exekvering av merge-sort

e Rekursivt anrop, ..., basfall

Z

21.26
Exempel: Exekvering av merge-sort
e Sla ihop
21.27
Exempel: Exekvering av merge-sort
e Rekursivt anrop, ..., sla ihop, sla ihop
21.28




Exempel: Exekvering av merge-sort

e Slaihop

21.29

Analys av merge-sort

e Hojden & av merge-sorttridet dr O(logn)
— vid varje rekursivt anrop delar vi sekvensen pa mitten

e Det totala arbetet som utfors i noderna pa djup i dr O(n)
— vi partitionerar och slar ihop 2 sekvenser av storlek /2!
- vi gor 2! rekursiva anrop

e Alltsé ér den totala exekveringstiden for merge-sort O(nlogn)

21.30

Analys av merge-sort

djup #sekv strl
0 1 n

1 2 n/2

i 2 n/2'

eoe cee cee 21.31

1.3 Sammanfattning

Sammanfattning sa langt

10



Algoritm Tid Noteringar

« in-place

selection-sort O(n?)
. langsam (bra fér sma indata)
« in-place

insertion-sort 0o(n?)

. langsam (bra fér sma indata)

2 Enundre grans for jamférelsebaserad sortering

Jamférelsebaserad sortering

e Manga sorteringsalgoritmer #r jimforelsebaserade
— De sorterar genom att gora jamforelser mellan par av objekt
— Exempel: insertion-sort, selection-sort, heap-sort, merge-sort, quick-sort, ...

e Lat oss dérfor forsoka hirleda en undre grins for exekveringstiden i virsta fall for varje algoritm som
anvénder jimforelse for att sortera n element x1,x2,...,Xx,

nej

Rékna jamforelser

e Lt oss enbart rikna jamforelser
e Varje mojlig korning av en algoritm motsvaras av en rot-till-16vstig i ett beslutstrdid

e o) e

/N /N /N /N
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Exempel: Beslutstrad

Sort X, x,, ..., X[

Varje intern nod &dr mérkt i : j fori,j € {1,2,...,n}
e Viinster deltrdd visar efterfoljande jamforelser om x; < x;
e Hoger deltrdd visar efterfoljande jamforelser om x; > x;

Exempel: Beslutstrad

Sort [X,, x,, X,
=[9,4,6 [

Varje intern nod &dr mirkt i : j fori,j € {1,2,...,n}
e Viinster deltrdd visar efterfoljande jamforelser om x; < x;
e Hoger deltrdd visar efterfoljande jamforelser om x; > x;

Exempel: Beslutstrad

Sort [X,, x,, X,
=[9,4,6 0

Varje intern nod &r mirkt i : j fori,j € {1,2,...,n}
e Viinster deltrdd visar efterfoljande jamforelser om x; < x;
e Hoger deltrdd visar efterfoljande jamforelser om x; > x;

Exempel: Beslutstrad

Sort X, x,, x;[]
=[9,4,6 0
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Varje intern nod &r mérkt i : j fori,j € {1,2,...,n}

e Viinster deltrdd visar efterfoljande jamforelser om x; < x;
o Hoger deltrid visar efterfoljande jimforelser om x; > x;

Exempel: Beslutstrad

Sort [X,, x,, x,[]
=[9, 4,6 [

Varje 16v innehaller en permutation (7(i), 7(2), ..., 7(n)) for att indikera att ordningen xy (1) < xz(2) <
-+ < Xg(y) har etablerats

Beslutstradsmodellen
Ett beslutstrdd kan modellera exekveringen av vilken jamforelsebaserad sorteringsalgoritm som helst:

Ett trid for varje storlek pa indata

Betrakta algoritmen som att exekveringen delas nérhelst tva element jaimfors
Tridet innehaller alla jamforelser ldngs alla tinkbara foljder av instruktioner
Kortiden for algoritmen = lidngden av stigen som traverseras

Kortiden i virsta fall = hojden av tridet

Beslutstradets hojd

e Hojden av beslutstriadet dr en undre grins for exekveringstiden i virsta fallet
e Varje tinkbar permutation av indata maste leda till ett separat utdatalov

— Om det inte vore s skulle nagot indata ...4...5... ha samma utdataordning som ...5...4...
vilket skulle vara fel

e Eftersom det finns n! = 1-2-...-n 16v dr hojden av tridet minst log(n!)

Den undre gransen

e Varje jaimforelsebaserad sorteringsalgoritm anvinder minst log(n!) tid i vérsta fallet
o Dirfor anvénder en sddan algoritm minst tid

n

log(nt) > log (5 )" = (n/2) log(n/2)

o Alltsé ér exekveringstiden for alla jamfrelsebaserade sorteringsalgoritmer Q(nlogn) i virsta fallet

3 Sortering i linjar tid?

Nagra fall d& man kan sortera snabbare &n nlogn

e Bara ett konstant antal olika element ska sorteras
— O(n) med riknesortering

e Elementen som ska sorteras &r tal som &r jamnt fordelade i ett visst intervall
— O(n) med bucket-sort

o Elementen som ska sorteras ir stringar som bestar av d “siffror” (S[i] = s; 152 .. -Sid)
- O(nd) med radix-sort
— Om d ir konstant far vi linjar tidskomplexitet

— Om vi riiknar antalet siffror i indata far vi linjir tidskomplexitet @(N), dir N = nd

13
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3.1 Counting-sort

Raknesortering
Require: A[l,...,n], dirA[j] € {1,2,...,k}
function COUNTINGSORT(A)
Hjilparray for rikning: C[1, ..., k]
Hjilparray for lagring av resultatet: Res|[1,...,n]
for i< 1to k do
Cli]+0
for j < 1tondo
ClA[j]] < CIA[l] +1
for i < 2 to k do
Cli| «+ Cli]+Cli—1]
for j <— n downto i do
Res[C[A[j]]] < A[j]
ClA[j]] < CIA[jl] -1
return Res

Exempel

Counting-sort

Exempel

Loop 1

Res: I

fori — 1tokdo
C[i] « 0

Exempel

14

> Cli] = |[{nyckel = i}|

> Cli] = [{nyckel < i}|

_ 2

_ 214
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Res: I

for; — [ tondo
CTA[/1] < ClA[/]]1 + 1 = C[i] = |{nyckel = i}|

21.47

Exempel
Loop 2
1 2 4 5 1 2 3 4
A: 141113143 C:/11010 |1

Res: I

for; — [ tondo
ClA[/1] < CA[j11+ 1 = Cli] = [{inyckel = i}

21.48

Exempel

15



Res: I

for; — [ tondo
CTA[/1] < ClA[/]]1 + 1 = C[i] = |{nyckel = i}|

21.49

Exempel
Loop 2
1 2 4 5 1 2 3 4
A 14111343 C:\1 10|12

Res: I

for; — [ tondo
ClA[/1] < CA[j11+ 1 = Cli] = [{inyckel = i}

21.50

Exempel

16



Res: I

for; — [ tondo
CTA[/1] < ClA[/]]1 + 1 = C[i] = |{nyckel = i}|

21.51

Exempel

Loop 3
1 2 4 5 1 2 3 4
A |4 1]3]4]3 C:|1]0]2]2

Res: I C-11|11]2]2

fori — 2to kdo
Cli] « C[i] + C[i-1] = C[i] = |{nyckel < i}

21.52

Exempel

17



fori — 2to kdo
Cli] « C[i] + C[i-1] = C[i] = |{nyckel < i}

21.53

Exempel
Loop 3
1 2 4 5 1 2 3 4
A: 141|314 |3 C:11]10]2 /|2

fori — 2to kdo
Cli] « C[i] + C[i-1] = C[i] = |{nyckel < i}

21.54

Exempel

18



Res: 3 | C-|1 1|25

for ; — n downto Ido
Res[C[A[j]]] < AlJ]
ClA[j]] < ClA[]]1 -1

_ 2155

Exempel

Loop 4
12 4 5 2 3
A |41 |3]4]3 C:l1]1|2]5

Res: 3 4I C-|1]1]2]4

for ; — n downto ldo
Res[C[A[j]]] < A[/]
ClA[j]] < ClA[]]1 -1

_ 2156

Exempel
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12 4 5 P2 3 4
A:l4l1]3]4]3 cli]1]2]4
Res: 313 4 C-|1]1]1]4

for ; — n downto Ido
Res[C[A[j]]] < AlJ]
ClA[j]] < ClA[]]1 -1

_ 27

Exempel

Loop 4

12 4 5 P2 3 4
A |41 13]4]3 C:l1|1]1]4
Res:| 1|3 |3 4 C:|0[1|1]|4

for ; — n downto ldo
Res[C[A[j]]] < A[/]
ClA[j]] < ClA[]]1 -1

__ 2158

Exempel

20



for ; — n downto Ido
Res[C[A[j]]] < AlJ]
ClA[j]] < ClA[]]1 -1

Analys

for/i — 1to kdo
O(k) { Cli] « 0

for; - 1tondo

ClA[/]] «~ Cl4l1+1

for/ — 2to kdo

C[i] « C[i] + C[i-1]

forj/ — ndownto 1 do
Res[CIA[/]]] < AlJ]
ClAL/]] « ClAl]] -1

A e

©O(n + k)

Exekveringstid
Om k € O(n) tar riknesortering O(n) tid

e Men sortering tar ju Q(nlogn) tid!
e Vad ir det som inte stimmer?

Svar

o Jamforelsebaserad sortering tar Q(nlogn) tid
e Counting-sort dr inte jamforelsebaserad
e Faktum ir att inte en enda jimforelse mellan nagra element utfors!

Stabil sortering
Counting-sort &r en stabil sorteringsmetod: den bevarar indataordningen mellan lika element

21
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Res:

Att fundera pa:
Vilka andra metoder for sortering dr stabila?
21.62
3.2 Bucket-sort
Bucket-sort
e L4t S vara en sekvens av n poster (nyckel, virde) med nycklar fran [0, N — 1]
o Bucket-sort anvéinder nycklarna som index i en hjédlparray B av sekvenser
- Fas 1: Tom sekvensen S genom att flytta varje post (k,v) sist i sin bucket B[]
— Fas 2: Fori =0,...,N — 1 flytta posterna i bucket B[f] till slutet av sekvensen S
e Analys:
— Fas 1 tar O(n) tid
- Fas2tar O(n+N) tid
Bucket-sort tar O(n+ N) tid
procedure BUCKETSORT(S,N)
B < array med N tomma sekvenser
while —~S.ISEMPTY() do
f < S.FIRST()
(k,0) + S.REMOVE(f)
B[k].INSERTLAST((k,0))
fori < OtoN—1do
while —B[i].ISEMPTY() do
f < Bli].FIRST()
(k,0) < B[i].REMOVE(f)
S.INSERTLAST((k,0)) 2163
Exempel: Nycklar fran [0,9]
I Fas 1
Blo|b|o ACIMEIE
01 2 3 4 5 6 7 8 9
I Fas 2

Egenskaper och utdkningar
Nycklarnas typ

e Nycklarna anvidnds som index i en array och kan inte vara objekt av godtycklig typ

Stabil sortering

e Den relativa ordningen av alla par av data med samma nycklar dr bevarad efter exekveringen av
algoritmen

22



Utokningar
e Heltalsnycklar fran [a,b]
— Sittin (k,v) i bucket B[k —d]
e Striangnycklar fran en dndlig méngd stringar D
— Sortera D och berikna rangen r(k) for varje string k € D i den sorterade sekvensen

— Sittin (k,v) i bucket B[r(k)]

3.3 Radix-sort
Radix-sort

o Ursprung: Herman Holleriths kortsorteringsmaskin for folkrdkningen 1890 i USA
o Siffra-for-siffrasortering

e Holleriths (déliga) ursprungsidé: sortera pa mest signifikant siffra forst

e Bra idé: sortera pa minst signifikant siffra forst med en extern stabil sorteringsrutin

"Modernt” halkort fran IBM
B12345367839ABCOEFGHI JELHHOPGRSTUVLHRYZ DALF Z814-11-25
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Sa det dar déirfor skalfonster har 80 kolumner!

Exempel: Exekvering av radix-sort

329 720 720 329
457 355 329 355
657 436 436 436
839 457 839 457
436 657 355 657
720 329 457 720
355 839 657 839
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Korrekthet for radix-sort

Anvind induktion dver sifferposition

e Antag att talen &r sorterade pa sina 7 — 1 lidgsta siffror
e Sortera pa siffra

720
329
436
839
355
457
657

329
355
436
457
657
720
839

N

Korrekthet for radix-sort

Anvind induktion dver sifferposition

e Antag att talen ir sorterade pa sina ¢t — 1 ldgsta siffror
e Sortera pa siffra

— Tva tal som skiljer sig i siffra ¢ blir korrekt sorterade

720
329
436
839
355
457
657

329
355
436
457
657
720
839

N

Korrekthet for radix-sort

Anvind induktion dver sifferposition

e Antag att talen &r sorterade pa sina ¢ — 1 lidgsta siffror

e Sortera pa siffra

— Tva tal som skiljer sig i siffra 7 blir korrekt sorterade

— Tva tal som ér lika i siffra 7 far samma ordning som i indata = ritt ordning

24
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720 329
329 355
436=—%» 436
839 457
355 657
457 720
657 839

N

Analys av radix-sort

e Antag att counting-sort anvinds som extern sorteringsrutin
e Sortera n maskinord om b bitar vardera
e Vi kan se det som att varje ord har b/r siffror i bas 2"

Exempel:
8 8 8 8

32-bitars ord | [ [ [ |
r =8 = b/r =4 pass av counting-sort pa siffror i bas 28
eller r = 16 = b/r = 2 pass av counting-sort pa siffror i bas 2'6

Hur manga pass bor vi gora?

Analys av radix-sort
Kom ihag: counting-sort tar tid ®(n + k) for att sortera n tal frdn [0,k — 1]. Om varje b-bitars ord bryts
upp i r-bitars bitar tar varje pass av counting-sort ®(n +2") tid. Eftersom det blir b/r pass fér vi

b
T(n,b) =0 (f (n+2r))
r
Vilj r for att minimera T (n, b)

o Att 0ka r ger férre pass, men nér r >> logn Okar tiden exponentiellt.

Att vélja r

r

T(n,b) =0 (b (n+2’))

Minimera 7' (n,b) genom att derivera och sitta till 0. Eller, observera att vi inte vill ha 2" > n och
att det inte skadar asymptotiskt att vilja r sa stort som mojligt givet detta villkor. Valet r = logn medfor
T (n,b) = O(bn/logn).

e For tal i intervallet fran O till n — 1 har vi b = dlogn = radix-sort kor i tid ©(dn).

Slutsatser
I praktiken #r radix-sort snabb for stora indata, samt enkel att koda och underhalla.

Exempel: 32-bitars tal
e Som mest 3 pass nédr man sorterar > 2000 tal.

e Merge-sort och quick-sort anvinder minst [log2000] = 11 pass.

Nackdelar: Det gér inte att sortera in-place med ridknesortering. Det #r ocksa sa att radix-sort inte har
bra datalokalitet (vilket man kan se till att quick-sort har) vilket gor att en vl trimmad implementation av
quick-sort kan vara snabbare pa en modern processor med brant minneshierarki.

25
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4 Halkortsteknologi

Herman Hollerith (1860-1929)
e 1880 ars folkrikning i USA tog nistan 10 ar att bearbeta.
e Under tiden arbetade en foreldsare vid MIT fram halkortsteknologin.
e Hans maskiner, inklusive en kortsorterare”, gjorde att folkrikningen 1890 kunde slutforas pa 6 vec-
kor.
e Han grundade “The Tabulating Machine Company” 1911, vilket gick samman med andra foretag
1924 for att bilda “International Business Machines”

Halkort
e Halkort = datapost
e Hal = viirde
e Algoritm = maskin + ménniska
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Holleriths tabuleringssytem
e Pantografisk hdlmaskin
o Lisare manovrerad med handkraft
e Visare for rikneresultat
e Sorteringlada

THE FIRST
"HOLLERITH

CENSUS COUNTING MACHINE

HAND OPERATED.
s
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Ursprunget till radix-sort
Holleriths patentansdkan fran 1899 talar om radix-sort med borjan fran den mest signifikanta siffran:

The most complicated combinations can readily be counted with comparatively few counters
or relays by first assorting the cards according to the first items entering into the combinations,
then reassorting each group according to the second item entering into the combination, and
so on, and finally counting on a few counters the last item of the combination for each group
of cards.

Att kora radix-sort med minst signifikant siffra forst verkar vara en uppfinning av maskinoperatorerna. 21.79

Sorteringsmaskinen

En operator sétter in ett kort 1 | +4
pressen. = )000800000 | |9

Stift pa pressen nar genom halen i e
hélkortet och far kontakt med ' — e —
kvicksilverfyllda bagare under |

kortet. [

Nar ett visst siffervérde slas in
lyfts locket pa motsvarande
sorteringsfack.

OpCI’&EOI’Cl’l lagger kortet i facket Holleriths Tabulator, Pantograph, Press och Sorter
och stanger locket. /

Nar alla kort bearbetats 6ppnas frontpanelen och korten samlas in i
ordning, vilket ger ett pass av en stabil sorteringsrutin.

21.80
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