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1 Sortering

1.1 Introduktion

Sorteringsproblemet
Indata:
e En lista L innehallande data med nycklar fran en linjért ordnad méngd K
Utdata:
e En lista L innehallande samma data sorterat i stigande ordning m.a.p. nycklarna

Exempel
8,2,9,4,6,10,1,4] — [1,2,4,4,6,8,9,10]

Aspekter pa sortering
e in-place vs anvinda extra minne
e internt vs externt minne
e stabil vs icke stabil
e jamforelsebaserad vs digital

Strategier

Sortering genom inséttning
Titta efter riitt plats att sétta in varje nytt element som ska ldggas till i den sorterade sekvensen... linjar
insdttning, Shell-sort, . ..

Sortering genom urval
Sok i varje iteration i den osorterade sekvensen efter det minsta kvarvarande datat och lidgg det till slutet av
den sorterade sekvensen. .. rakt urval, Heap-sort, . ..

Sortering genom platsbyten
Sok fram och tillbaka i ndgot monster och byt plats pa par i fel inbordes ordning sa fort ett sadant upptécks. . .
Quick-sort, Merge-sort, . ..

20.1

20.2

20.3

20.4

20.5




1.2 Insattningssortering

(Linjar) insattningssortering
e Algoritmen ir in-place!
e Dela arrayen som ska sorteras A[0,...,n— 1] i tva delar

- A0,...,i— 1] som ér sorterad

- A[i,...,n— 1] ¢j dnnu sorterad

Initialt &r i = 1, i vilket fall A[0,...,0] (trivialt) dr sorterad

procedure INSERTIONSORT(A[O, ...,n—1])
fori=1ton—1do
sétt in A[7] i ritt (=sorterad) position i A[0,...,i— 1]

Exempel: Visualisering av Insertion-sort

Varstafallsanalys av Insertion-sort
1. procedure INSERTIONSORT(A[O,...,n—1])
2 fori=1ton—1do
3 J i x Al
4 while j > 1 and A[j — 1] > x do
5 Alj]Alj—1]; j«j—1
6 Alj] +x
e fr:n—1 pass

e 13:n—1 pass
e t,4: Lat ] vara antalet iterationer i vérsta fallet av innerloopen:
I=142+..+(n—1)=n(n—1)/2= (n*—n)/2
e t5: [ pass
® fg:n—1pass
o Totalt: t 13 414 + 15+t = 3(n— 1) + (n* —n) = n> +2n—3 Alltsa O(n?) i virsta fallet. ..
om sekvensen ndstan sorterad

1.3 Urvalssortering

(Rak) urvalssortering

e Algoritmen ir in-place!
e Dela arrayen som ska sorteras A[0,...,n— 1] i tva delar

- A0,...,i— 1] som ér sorterad (alla element mindre #n eller lika med A[i,...,n— 1])

- A[i,...,n— 1] ¢j dnnu sorterad

Initialt dr i = 0, d.v.s. den sorterade delen dr tom (och trivialt sorterad)

procedure SELECTIONSORT(AO, ...,n—1])
fori=0ton—2do
hitta ett minimalt element A[j] i A[i,...,n— 1]
byt plats pa A[i] och A[j]
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Exempel Visualisering av Selection-sort

Varstafallsanalys av Selection-sort
1. procedure SELECTIONSORT(A[O, ..., n—1))

2: fori=0ton—2do
S

3
4 for j>i+1ton—1do
5: if A[j] <A[s] then s+ j
6 SWAP(A[i],A[s])

e 1:n—1pass

e 13:n—1 pass

e 14: Lat [ vara antalet iterationer i virsta fallet av innerloopen:

I=n—=2)4+(n=3)+...41=(n—-1)(n—-2)/2=(n*—-3n+2)/2

e f5: [ pass

® fg:n—1 pass

o Totalt: ty +13+14+15+15 =3(n— 1)+ (n* —3n+2) =n> — 1 € O(n?)

1.4 Divide-and-conquer

Principen sdndra-och-hérska fér algoritmkonstruktion

e sondra: dela upp problemet i mindre, oberoende, delproblem
e hirska: 16s delproblemen rekursivt (eller direkt om trivialt)
e kombinera losningarna till delproblemen till en 16sning till ursprungsproblemet

Eng. divide-and-conquer

Exempel: Séndra-och-harska

(4]10/6]8[12)7]9]1]5]8]13 2]5]1620] 3]

(4]10/6|8)12/7]9]1] 15]8[13/2|5 1620/ 3]
468 N2g79f1] [5]8132] [5[16203]
410 [6]8] 27| |9[1] [5]8] [32| [5]16 203
410 [6[8] [7[12 [1]9] [5]8] [2[13 [5[16 [3]20
4l6[sfo  [1]7]ofiz [2|5[813  [3[5[1620

'1|4]6]7]|8]9/1012 12|3]5]5|813/1620

11|2[3]4]5]|5|6]7]8]|8|910121316)20
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Exempel: SéndfT:T;'ohlééslk; 129 7]9]1]5]8]13 2[5 [1620]3]

14]6]7[1]5]2]5]3] 10/8[12/9[8[13]1620
o[1ls]s] [ofs[ss] ngishceo
12 [4]3] [5]5] (6]7] [8]8] [10/9] [1213 [1620
1]2] [3]4] [5]5] [e[7] [8]8] [o[i] g1g [16Ro
12]s]4] [s[sle[7] [8[s[ofid  [12i3h62g

1.5 Quick-sort
Quick-sort
Quick-sort édr en randomiserad sorteringsalgoritm baserad pa paradigmet sondra-och-hirska
e sondra: vilj slumpvist ett element x (kallat pivot) och partitionera S till
— L element mindre &n x
— E element lika med x
— G element storre dn x

e hirska: sortera L och G
e kombinera L, E och G

IIIIDII

0 1 01

Partitionering
e Vi partitionerar indatasekvensen pa foljande vis:

— Vi tar bort, i tur och ordning, varje element y fran S och

— Visitteriny i L, E eller G beroende pa resultatet av jamforelsen med pivot-elementet x

e Varje insittning och borttagning &r i borjan eller slutet av en sekvens och tar alltsa O(1) tid
o Alltsd tar partitioneringssteget i quick-sort O(n) tid

function PARTITION(S, p)
L,E,G <+ tomma sekvenser
X < S.REMOVE(p)
while —S.ISEMPTY() do
y < S.REMOVE(S.FIRST())
if y < x then
L.INSERTLAST(y)
else if y = x then
E.INSERTLAST(y)
else

G.INSERTLAST(y)
return L.E,G
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Quick-sorttradet

e Exekveringen av quick-sort kan visualiseras som ett binért trad
— Varje nod representerar ett rekursivt anrop till quick-sort och lagrar

+ Osorterad sekvens fore exekveringen och dess pivot

+ Sorterad sekvens efter exekveringen
— Roten &r ursprungsanropet

— Loven dr anrop pa delsekvenser av storlek 0 eller 1

Exempel: Exekvering av quick-sort

e Val av pivot

Exempel: Exekvering av quick-sort

e Partitionering, rekursivt anrop, val av pivot

<
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Exempel: Exekvering av quick-sort

e Partitionering, rekursivt anrop, basfall

- 20.20

e Rekursivt anrop, ..., basfall, kombinera

Exempel: Exekvering av quick-sort

20.21

Exempel: Exekvering av quick-sort

e Rekursivt anrop, val av pivot
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Exempel: Exekvering av quick-sort

e Partitionering, ..., rekursivt anrop, basfall

151 9->9

44
20.23
Exempel: Exekvering av quick-sort
e Kombinera, kombinera
1->1 959
4 >4
20.24
Exekveringstid i varsta fallet
e Virsta fallet for quick-sort uppkommer nér pivotelementet dr ett unikt minimalt eller maximalt ele-
ment
e en av L eller G har storlek n — 1 och den andra har storlek 0
e Exekveringstiden blir proportionell mot summan
nt+(m—1)+...+2+1
e Alltsd, viirstafallstiden for quick-sort dr O(n?)
20.25
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djup tid
O n

n-1 1

Forvantad exekveringstid

e Betrakta ett rekursivt anrop till quick-sort pa en sekvens av storlek s
— Bra anrop: storlekarna av L och G ir bada < 3s/4
— Diligt anrop: en av L och G har storlek > 3s/4

e G @ e

Bra anrop Daligt anrop

e Ett anrop 4r bra med sannolikhet 1/2

— Halften av alla mojliga pivotelement orsakar bra anrop:

\ J \\ ~ J \\ v J
Déliga Bra pivotel. Daliga
20.27

Forvantad exekveringstid
e Probabilistiskt faktum: Det forvintade antalet slant-singlingar som behévs for att fa klave k ganger

ar 2k
For en nod pa djup i férvintar vi oss att

— i/2 forfadrar dr bra anrop

— storleken pé indatasekvensen for det aktuella anropet &r som mest (3/4)7/2n

Alltsé har vi att
— For en nod pa djup 2log, /37 dr den forvintade storleken pé indata 1

— Den forvintade hojden pa quick-sorttridet dr O(logn)

Mingden arbete som utférs i noderna pa samma djup ér O(n)
Alltsé &r den forvintade exekveringstiden for quick-sort O(nlogn)
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forvantad hojd tid per niva

T [ s(r) ] ************* O(n)

O(log n)

20.29

forvantad total tid:  O(n log n)
Quick-sort med konstant extra minne

e Quick-sort kan implementeras for att kora in-place
e | partitioneringssteget anvander vi ersittningsoperationer for att arrangera om elementen i indatase-
kvensen sa att

— elementen mindre dn pivotelementet har rank mindre 4n A
— elementen lika med pivotelementet har rank mindre mellan % och k

— elementen storre dn pivotelementet har rank storre dn k

L E G

h k

20.30

Algoritm fér quick-sort med konstant extra minne

procedure INPLACEQUICKSORT(S,/,r)
if [ > r then return
i < slumpvist heltal mellan / och r
X < S.ELEMATRANK(i)
(h,k) <~ INPLACEPARTITION (x)
INPLACEQUICKSORT(S,[,h—1)

INPLACEQUICKSORT(S,k+1,r) 2031

Partitionering med konstant extra minne

o Utfor partitioneringen m.h.a. tva index for att dela S'i L och E UG (en liknande metod kan anvindas
for att dela EUG i E och G)

h k
(isiorisszreaiias) Guot-o

e Upprepa till & och k méts/korsar varandra:
— Svep h at hoger till ett element > pivotelementet hittas
— Svep k at vinster till ett element < pivotelementet hittas

— Byt plats pa elementen vid platserna & och k

——h K

‘\/'
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2 Urval

2.1 Introduktion

Urvalsproblemet

e Givet ett heltal i och n element x1,x, ..., X, tagna fran en totalordning, hitta det i:te minsta elementet
i sekvensen.

e Vi kan sortera sekvensen i O(nlogn) tid och sedan indexera det i:te elementet i konstant tid.

i=3 (7496224679 |

e Kan vi I6sa urvalsproblemet snabbare?

2.2 Quick-select

Quick-select
Quick-Select ir en randomiserad urvalsalgoritm baserat pa paradigmet prune-and-search:
e Prune: vilj x slumpmaissigt och partitionera S till
— L element mindre &n x
— E element lika med x
— G element storre dn x

e Search: beroende pa i finns antingen svaret i E eller sa behover vi fortsitta rekursivt i nagon av L
eller G

DDDH 0
Joo B D

T B o

i<|L| ] i>|L|+|E|

i=i-|L|-|E|
|L| <i<|L|+|E]|
(klart)

Partitionering
e Vi partitionerar indatasekvensen som i algoritmen for quick-sort:
— Vi tar bort, i tur och ordning, varje element y fran S och
— Visitterin y i L, E eller G beroende pa resultatet av jamforelsen med pivot-elementet x

e Varje insittning och borttagning ér i borjan eller slutet av en sekvens och tar alltsd O(1) tid
o Alltsa tar partitioneringssteget i quick-select O(n) tid

function PARTITION(S, p)
L,E,G < tomma sekvenser
X < S.REMOVE(p)
while —S.ISEMPTY() do
y < S.REMOVE(S.FIRST())
if y < x then
L.INSERTLAST(y)
else if y = x then
E.INSERTLAST(y)
else

G.INSERTLAST(y)
return L. E,G
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Visualisering av Quick-select
e Exekveringen av quick-select kan visualiseras m.h.a. en rekursionsstig

— Varje nod representerar ett rekursivt anrop till quick-select och lagrar i och den kvarvarande
sekvensen S

[125,82(749%26518) )

(i=2,8=(7 4 |9 658 |

(i=2, S=(7 |4 65 |

i=1,8=(7 6 5) ]

20.36
Forvantad exekveringstid
e Betrakta ett rekursivt anrop till quick-select pa en sekvens av storlek s
— Bra anrop: storlekarna av L och G ir bada < 3s/4
— Diligt anrop: en av L och G har storlek > 3s5/4
(729435761 ] (72943761 ]
&~ ~ -~~~ ~
(2431 7976 794376
Bra anrop Daligt anrop
e Ett anrop dr bra med sannolikhet 0.5
— Halften av alla mojliga pivotelement orsakar bra anrop:
\ J \ J
Daliga pivotelement Bra pivotelement Daliga pivotelement 2037
Forvantad exekveringstid
e Probabilistiskt faktum: Det forvintade antalet slantsinglingar som behovs for att fa klave en gang dr
tva
e Probabilistiskt faktum: Vintevirdet ér en linjér funktion:
- EX+Y)=EX)+E(®)
- E(cX) = cE(X) for varje konstant ¢
e Lat T'(n) vara den forviintade exekveringstiden for quick-select
e Av det andra faktumet far vi 7(n) < b-n-g(n) + T (3n/4) dir
— b dr nagon konstant
— g(n) dr det forvintade antalet anrop innan ett bra anrop intriffar 2038
Forvantad exekveringstid
o Alltsa
- T(m)<b-n-g(n)+T(3n/4)
e Genom det forsta faktumet far vi
- T(n)<2-b-n+T(3n/4)
e D.v.s. T(n) r en geometrisk serie:
- T(n)<2-b-n+2-b-n-(3/4)+2-b-n-(3/4)>+2-b-n-(3/4>+...
o Alltsé giller T'(n) € O(n)
e Vi kan 16sa urvalsproblemet i forviintad tid O(n) (viirstafallstiden dr O(n?)) 20,39
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