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Symboltabeller

Symboltabeller

1.1
AD

e Abstraktion av nyckel-vérdepar

Tommy Farnqvist, IDA, Linképings universitet

— Stt in ett virde med specificerad nyckel

— Givet en nyckel, sok efter motsvarande virde

Abstrakta datatyper
T Set
e Domin: médngder av nycklar

e Typiska operationer:

size() antalet nycklar i méngden

isEmpty() kolla om mingden &r tom

contains(k) returnera true om k finns i mingden, annars false
put(k) ligg till & till méngden

remove(k) ta bort k frin méngden
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ADT Map

e Domin: midngder av poster/par (nyckel, virde) Médngderna dr partiella funktioner som avbildar nyck-
lar pa virden!

e Typiska operationer:

— size() antalet par i médngden

isEmpty() kolla om méngden dr tom

get(k) hdmta informationen associerad med k eller null om nagon siddan nyckel inte finns

put(k,v) ldgg till (k,v) till mdngden och returnera null om & &r ny; ersitt annars virdet med v
och returnera det gamla vérdet

remove(k) ta bort post (k,v) och returnera v; returnera null om méingden inte har ndgon sddan
post

ADT Map
e Exempel:
— Kursdatabas: (kod, namn)
— Associativt minne (adress, virde)
— Gles matris: ((rad, kolumn), vérde)
— Lunchmeny: (dag, ritt)

e Statisk Map: inga uppdateringar tillatna
e Dynamisk Map: uppdateringar dr tillatna

ADT Dictionary

e Domin: méngder av par (nyckel, vdarde) Méngderna dr relationer mellan nycklar och vérden!

e Typiska operationer:
— size() antalet par i mdngden
— isEmpty() kolla om méngden &r tom
- find(k) returnera ngon post med nyckel & eller null om inget sddant par finns
— findAll(k) returnera en itererbar samling av alla poster med nyckel k
— insert(k,v) ldgg till (k,v) och returnera den nya posten
- remove(k,v) ta bort och returnera paret (k,v); returnera null om det inte finns négot sédant par

— entries() returnera itererbar samling av alla poster

ADT Dictionary
e Exempel:
— Svensk-engelskt lexikon ..., (jakt, yacht), (jakt, hunting), ...

— Telefonkatalog (flera nummer tillatna)

Relation mellan liuid och avklarade kurser

Lunchmeny (med flera val): (dag, ritt)

e Statisk Dictionary: inga uppdateringar tillatna
e Dynamisk Dictionary: uppdateringar dr tillatna

1.2 Implementation

Implementation: Map, Dictionary
e Tabell/array: sekvens av minnesomraden av lika storlek
— Oordnad: ingen sirskild ordning mellan 7'[i] och T'[i + 1]
— Ordnad: ... men hir giller T[i] < T[i+1]
e Linkad lista
— Oordnad
— Ordnad

(Bindra) soktrad
Hashning
Skip-listor
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Tabellrepresentation av Dictionary
Oordnad tabell:
find genom linjdrsokning
e misslyckad uppslagning: n jimforelser = O(n) tid
e lyckad uppslagning, virsta fallet: n jaimférelser = O(n) tid

e lyckad uppslagning, medelfallet med likformig férdelning av forfragningar: % (1+2+4...+n) ==
jamforelser = O(n) tid

17.10

Tabellrepresentation av Dictionary

Ordnad tabell (nycklarna ir linjért ordnade):
find genom bindirsokning
e uppslagning: O(logn) tid
e ...uppdateringar dr dyra!!
17.11

2 Trad
2.1 Grundlaggande begrepp

Varfor trad?
Trédstrukturer uppkommer naturligt i ménga situationer

Filsystem

Hierarkiska klassifikationssystem
Beslutstrad

Hierarkisk organisation av

- Organisationer: avdelning, omréade, grupp
— Dokument: bok, kapitel, sektion
— XML-dokument

e For att representera ordning eller prioritet
17.12

Ett supertrad 6ver daggdijur
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W VMonotremata
W Marsupialia
W Afrotheria
Xenarthra
W Laurasiatheria
M Evarchonotglires
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Ett supertrad éver daggdjur

Scandentia
Dermoptera §

Primates

You are here

Lagomorpha

Ett supertrad éver daggdjur
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Terminologi

e Ett (rotat) trid T = (V,E) bestar av en mingd V av noder och kanter E, dir en kant &r ett par
(u,v) €V V.

e Noder (ibland kallade hdrn) v € V lagrar data i ett fordlder-barnforhallande.

o Ett forilder-barnforhallande mellan noderna u och v visas som en riktad kant (u,v) € E, dér riktningen
ar fran u till v.

e Varje nod har som mest en forildranod; kan ha manga syskon.

e Det finns hogst en nod utan foridlder — rotnoden.

Mer terminologi

e En nods grad &r antalet barn noden har.

En nod med 0 barn #r ett [6v eller en yttre/extern nod. Ovriga noder ir inre/interna.
En stig dr en sekvens av noder (vq,vy,...,vt), ddr k > 0 sidan att v;, v; | dr en kant for i
Lingden av stigen (v1,vs,...,v) dr k— 1. Notera att lingden av stigen (v{) dr 0.

En nod n ér en forfader till en nod v omm det finns en stig fran n till vi 7.

En nod n ér en dttling till en nod v omm det finns en stig fran v till n i T.

Il
—
e
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Annu mer terminologi
e Djupet d(v) av en nod v dr lingden av stigen fran rotnoden till v.
e Hojden h(v) av en nod v ér lingden av den ldngsta stigen fran v till ngon ittling till v.
e Hojden h(T) av ett tridd T &r hojden av rotnoden.
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Nagra olika tradtyper

Ordnat trdd: linjédr ordning mellan varje nods barn

Bindirt trdad: ordnat trid med grad< 2 for varje nod. En nod kan ha ett vinsterbarn och ett hogerbarn

Tomt bindirt triid(mull): binért triad utan noder

Fullt bindirt trdd: icke-tomt; graden &r antingen O eller 2 for varje nod. Foljd: antalet 16v = 1 + antalet

interna noder

e Perfekt bindirt tréid: fullt binirt trid, alla 16v har samma djup. F6ljd: antalet 16v = 2" for ett perfekt
binirt triad av hojd h

e Komplett bindirt tréid: approximation till perfekt trid for 2 < n < 2"+1 — 1. P4 avstdnd h — 1 fran

rotnoden ir alla interna noder till vénster om de externa noderna och det finns som mest en nod med

ett barn, vilket maste vara ett vinsterbarn.

17.19

2.2 ADT trad
Operationer pad en nod viett trad T

parent(v) returnerar forildern till v, error om v ir rotnoden

children(v) returnerar samling av barn till v

firstChild(v) returnerar forsta barnet till v eller null om v &r ett 16v
rightSibling(v) returnerar hdgra syskonet till v eller null om det inte finns
leftSibling(v) returnerar vinstra syskonet till v eller null om det inte finns
isLeaf (v) returnerar true omm v ir ett 16v

isInternal(v) returnerar true omm v inte ér en 16vnod

isRoot(v) returnerar true omm v ir rotnoden

depth(v) returnerar djupet av vi T

height(v) returnerar hojden av vi T

17.20

Operationer pa ett helt trad T

e size() returnerar antalet noder i T
e ro0t() returnerar rotnoden i T
o height() returnerar hdjden av T

Och dessutom for ett bindrt trid

left(v) returnerar vinstra barnet till v eller error
right(v) returnerar hogra barnet till v eller error
hasLeft(v) testar om v har ett vénstra barn
hasRight(v) testar om v har ett hogra barn

17.21

2.3 Representation av binéra trad

En lankad representation
class treeNode<T> nodelnfo: T N:integer children: array[1..N] of treeNode<T>

Eller for binira trad

class treeNode<T> nodelnfo: T  leftChild: treeNode<T>  rightChild: treeNode<T>
17.22
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Fullstandigt binart trad: sekvensiellt minne

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 M 17.23

Sekvensiellt minne
Anvind en table<key,info>[0..n-1]

o leftChild(i) = 2i+ 1 (returnera null om 2i+ 1 > n)

e rightChild(i) = 2i+ 2 (returnera null om 2i +2 > n)

o isLeaf(i) = (i <n)and (2i+1>n)

e leftSibling(i) = i — 1 (returnera null om i = 0 eller odd(i))

e rightSibling(i) =i+ 1 (returnera null om i = n — 1 eller even(i))
e parent(i) = | (i—1)/2] (returnera null om i = 0)

e isRoot(i) = (i =0)

17.24

2.4 Tradtraversering

Traversering av trad

Betrakta ett trdd 7 som om det vore en byggnad: noderna som rum, kanter som dorrar, rotnoden som
ingang Hur utforskar man en okiind (cykelfri) labyrint och tar sig utigen?  Se fill att alltid ha en viigg pd
hoger sida!

Generisk rutin for tridtraversering:
procedure VISIT(node v)
for all ¥ €CHILDREN(v) do
VISIT(u)




Anropa visit(root(T)) och varje nod i T kommer att besokas exakt en gang!

Traversering av trad
procedure PREORDERVISIT(node v)
DOSOMETHING(v)
for all u ECHILDREN(v) do
PREORDERVISIT (u)

procedure POSTORDERVISIT(node v)
for all u ECHILDREN(v) do
POSTORDERVISIT (i)

DOSOMETHING(V)

Traversering av trad (enbart binara trad)
procedure INORDERVISIT(node v)
INORDERVISIT(LEFTCHILD(v))
DOSOMETHING(v)
INORDERVISIT(RIGHTCHILD(v))

Traversering av trad
procedure LEVELORDERVISIT(node v)
0O < MAKEEMPTYQUEUE()
ENQUEUE(v, Q)
while not ISEMPTY(Q) do
v <—DEQUEUE(Q)
DOSOMETHING(v)
for all u ECHILDREN(v) do
ENQUEUE(u, Q)

Aven kind som bredden forst.

2.5 Binara soktrad

Binara soktrad

> fore ev. barn

> efter alla barn

> efter alla viénsterittlingar

Ett bincirt soktrid (BST) ér ett binért trid sadant att:

e informationen associerad med en nod ir linjirt ordnad t.ex. (nyckel,vérde).

Nyckeln i varje nod ir:

e storre dn (eller lika med) nyckeln hos alla vinsteréttlingar, och
e mindre dn (eller lika med) nyckeln hos alla hogerittlingar.

/
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ADT Map genom binért séktrad
procedure FIND(k,Vv)
if KEY(v) = k then return k
else if kK <KEY(v) then
FIND (k,LEFTCHILD(V))
else
FIND (k,RIGHTCHILD(v))

Virsta fallet: HEIGHT(T') + 1 jimforelser.

|/41 \
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> missl. om inget leftChild

> missl. om inget rightChild
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ADT Map genom binért soktrad

insert(k,v): ldgg till (k,v) som nytt 16v om find misslyckas eller uppdatera noden om find lyckas

N =255

max = 16
avg =9.1
opt=7.0

t
b
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How Tall is a Tree?

Bruce Reed
CNRS, Paris, France

reed@moka.ccr.jussieu.fr

ABSTRACT

Let H, be the height of a random binary search tree on n
nodes. We show that there exists constants o = 4.31107 ...
and § = 1.95... such that E(H,) = alogn — Aloglogn +
O(1), We also show that Var(H,) = O(1).

Virsta fallet: HEIGHT(T') + 1 jamforelser. (Exponentiellt liten chans nir nycklarna sitts in i slumpmiés-

sig ordning.)

ADT Map genom binért sdktrad
remove(k): find, sedan. ..

om v ir ett 1ov, ta bort v

om v har ett barn u, erséitt v med u

om v har tva barn, ersitt v med dess efterfoljare i inorder
(alt. med dess foregangare i inorder)

N =150

max = 16
avg =9.3
opt=6.4

Overaskande foljd: Triden inte lingre slumpmissiga = tid /HEIGHT per operation!

Virsta fallet: HEIGHT(T') + 1 jamforelser.

Bin&ra soktrad &r inte unika
Samma data kan generera olika bindra soktrad

insert: 1,2,4,5,8

insert: 5,2,1,4,8
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Lyckad uppslagning
BST i virsta fallet

e BST degenererat till linjédr sekvens
e forvintat antal jamforelser dr (n+1)/2

Balanserat BST

e djupet av 16ven skiljer sig inte med mer &n 1

e O(log,n) jamforelser
17.34

Alltsd — LAt oss hélla dem balanserade!
Nagra vanligt forekommande balanserade tréd:
e AVL-trid

(2,3)-tréd, (a,b)-trid,

...R06d-Svarta triad, B-trad

Splay-trad

17.35

2.6 AVL-tréad

AVL-trad

Sjélvbalanserande BST/hojdbalanserat BST

AVL = Adelson-Velskii och Landis, 1962

Idén: Hall reda pa balansinformation i varje nod

AVL-egenskapenFor varje intern nod v i T skiljer sig hojden av barnen till v med hogst 1 ...eller
alternativt. .. For varje intern nod v i T giller att b(v) € {—1,0, 1}, dér

b(v) = height(leftChild(v)) — height(rightChild(v))

17.36

Maximal héjd av AVL-trad
Proposition 1. Hojden av ett AVL-trid som lagrar n poster dr O(logn).

Vilket far som foljd att. . .

Proposition 2. Vi kan gora find, insert och remove i ett AVL-trid i tid O(logn) medan vi bevarar AVL-

egenskapen.
& P 17.37

Exempel: ett AVL-trad

17.38

Insattning i ett AVL-trad
e Den nya noden gor att tradhdjden fordndras och att tridet maste hojdbalanseras.
— Man kan hélla reda pa deltrddens hojd pa olika sitt:
* Lagra hojden explicit i varje nod
* Lagra balansfaktorn for noden

e Forindringen brukar beskrivas som en hoger- eller vénsterrotation av ett deltrdd.

e Det ricker med en rotation for att fa tridet i balans igen. 1739



Insattning i AVL-trad (enkla fall)

h+2 h+2

] /\
h+1 h+1 h+t

(a) (b)
ha1 h+2
h 1 h 1 5
h+1
© @

Fyra olika rotationer

enkel rotation

—

T,

T
Om b = y kallas det en enkel rotation.”Rotera upp y 6ver z”

Fyra olika rotationer

enkel rotation

Om b = y kallas det en enkel rotation.”Rotera upp y 6ver z”

Fyra olika rotationer

dubbel rotation

10
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Om b = x kallas det en dubbel rotation.”Rotera upp x 6ver y och sedan over z”

Fyra olika rotationer

dubbel rotation

T L

Om b = x kallas det en dubbel rotation.”Rotera upp x 6ver y och sedan dver z”

Ett annat satt att beskriva det pa

Antag att vi har balans. ..

Ett annat satt att beskriva det pa

...och sedan stoppar in ndgot som sabbar den

11
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Ett annat satt att beskriva det pa

Gor en enkel rotation 17.47

Ett annat satt att beskriva det pa

Gor en enkel rotation 17.48

Ett annat satt att beskriva det pa



Gor en enkel rotation 17.49

Ett annat sétt att beskriva det pa

(i

Gor en enkel rotation 17.50

Ett annat sétt att beskriva det pa

13




Gor en enkel rotation 17.51

Ett annat satt att beskriva det pa

Klart! 17.52

Ett annat satt att beskriva det pa

Ett nytt exempel. .. 17.53

Ett annat satt att beskriva det pa

14



...den hir gangen stoppar vi in ndgot pa ett annat stille

Ett annat sétt att beskriva det pa

Prova en enkel rotation igen. ..

Ett annat sétt att beskriva det pa

17.54
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...hmm, vi har inte fatt balans

Ett annat satt att beskriva det pa

Borja om fran borjan. . . och titta pa strukturen i y

Ett annat sétt att beskriva det pa

Vi far lov att géra en dubbel rotation

Ett annat sétt att beskriva det pa

16

17.56

17.57

17.58



Vi far lov att gora en dubbel rotation

Ett annat sétt att beskriva det pa

2

Vi far lov att gora en dubbel rotation

Ett annat sétt att beskriva det pa

17
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Vi far lov att géra en dubbel rotation 17.61

Ett annat satt att beskriva det pa

I T
Vi far lov att gora en dubbel rotation 17.62

Ett annat sétt att beskriva det pa

T T
Vi far lov att gora en dubbel rotation 17.63

Ett annat sétt att beskriva det pa

18



Klart! 17.64

Insattningsalgoritm

e Starta fran den nya noden och leta uppat tills man hittar en nod x s.a. dess grandparent” z dr obalan-
serad. Markera x:s fordlder med y.
e Gor en rekonstruering av tradet sa hér:

— Dop om x,y,z till a,b, c baserat pa deras inorder-ordning.

- Lat Ty, T, T», T3 vara en upprékning i inorder av deltridden till x, y och z. (Inget av deltridden far
ha x, y eller z som rot.)

z byts mot b, dess barn dr nu a och c.

Tp och Ty dr barn till a och 7, och T3 &r barn till c.

17.65

Exempel: inséttning i ett AVL-tréd
17.66

Exempel: inséttning i ett AVL-tréad

19



17.67

b
a C
TO T1 T2 T3

Borttagning i ett AVL-trad

e find och remove som i ett vanligt bindrt soktrad
e Uppdatera balansinformationen pa vig tillbaka upp till roten
e Om for obalanserat: Strukturera om ... men...

— Nir vi aterstiller balansen pa ett stille kan det uppsta obalans pa ett annat
— Maste upprepa balanseringen (eller kontroll av balansen) till dess vi nar roten
— Hogst O(logn) ombalanseringar
_ 1768
2.7 (2,3)-trad
Ny approach: slépp pa nagot av kraven

e AVL-trid: bindrt trdd, accepterar viss (liten) obalans. . .

e Kom ihag: Fullt binért trid: icke-tomt; graden ir antingen O eller 2 for varje nod Perfekt binrt triad:
fullt, alla 16v har samma djup

e Kan vi bygga och underhalla ett perfekt trid (om vi struntar i ”binirt”)? Da skulle vi alltid kdnna till

soktiden i virsta fall exakt!
17.69

(2,3)-trad
Forut:

e Ett “pivotelement”
e Om storre letar vi till hoger
e Om mindre letar vi till vinster

Nu:

o Tillat flera (ndmligen 1-2) "pivotelement”
e Antalet barn till en intern nod &r antalet pivotelement + 1 (dvs 2-3)

#5 910
OROXD o

20



Mer generellt (a,b)-tréd

e Varje nod &r antingen ett 16v eller sa har den ¢ barn, déir a < ¢ < b Varje nod har mellan a — 1 och
b — 1 pivotelement
2 <a < (b+1)/2 (men roten behdver bara ha minst tva barn (eller inga) dven nir a > 2 giller)

find fungerar ungefir som forut
e insert maste kolla att noden inte blivit 6verfull (i sa fall maste noden delas upp)
e remove kan leda till att man maste sld ihop noder eller fira dver virden mellan noder

Proposition 3. Hojden av ett (a,b)-triid som lagrar n dataelement dr Q(logn/logb) och O(logn/loga).

= Plattare tridd, men mer jobb i noderna.

Inséttning i ett (a,b)-trdd med a=2och b =3

O

Insert(10)

Insert(15)

.

@ Insert(18)
(3) ()

e Salinge det finns plats i barnet vi hittar, ligg till elementet i det barnet. . .

e Om fullt, dela upp och tryck det utvalda pivotelementet uppat. .. ... detta kan hinda upprepade ganger

@ Insert(17) @ =)
é ; é ; (3 )15)(18)

Borttagning i (2,3)-trad
Tre fall:

e Inga villkor bryts genom borttagning
e Ett 16v tas bort (blir tomt) For da 6ver nagon annan nyckel till det 16vet, . ..ok om vi har syskon med
2+ element

@ Delete(25)
= E
OOIONORCED

Overféring

3000h35 @
) ﬁ }‘
e@@ ) G

21
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Borttagning i (2,3)-trad

e Om ett 16v tas bort (blir tomt)
e For da 6ver nagon annan nyckel till det 16vet, eller
e Sla ihop det med en granne

o)
@ Delete(18) 9’@9 @
%) W m)
@D A © @@ @

Borttagning i (2,3)-trad

17.74

e En intern nod blir tom Roten: ersitt med foregéngare eller efterfoljare i inorder Reparera sedan in-
konsistenser med ldmpliga ihopslagningar och 6verforingar. . .

Delete(20) Ersatt... For fa element internt...
...sla ihop 16v ...sla ihop noder

(20) () o
Go) Ty (o)l (D () Qs
OOO® O ®® COE® CoEE .

2.8 B-trad
B-trad

Anvinds for att uppritthalla ett index 6ver externt data (t.ex. innehéllet pa ett skivminne)

Arett (a,b)-trad dir a = [b/2], dvs b =2a— 1

Vi kan nu vilja b sa att en full nod precis tar upp ett block pa skivminnet

Genom att vilja a = [b/2] kommer vi alltid att fylla ett helt block pa skivminnet nir tva block slis
samman!

e B-trid (och varianter) anvinds i méanga filsystem och databaser
— Windows: HPFS
— Mac: HFS, HFS+

Linux: ReiserFS, XFS, Ext3FS, JFS

Databaser: ORACLE, DB2, INGRES, PostgreSQL

17.76
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