Losningsforslag 2

Uppgift 1.

Notera forst att problemet dr i NP. Vi visar att problemet &r NP-svart via en
polynomisk reduktion fran 3SAT. Reduktionen gors enklast i tva steg. Vi infor
féljande intermediéra problem.

Problem. P1.
Instans. En rationell m x n-matris A och en rationell m-vektor b.

Fraga. Finns en n-vektor = 6ver viardeméngden {0,1} sadan att Az > b.

Lat F vara en godtycklig 3SAT-formel och lat oss betrakta en klausul (p V
—q V r). Man kan enkelt verifiera att denna klausul satisfieras av en tilldelning
{p,q,7} — {0,1} om och endast om

p+(1-g+r=>1L (1)

Detta ger oss en enkel reduktion fran 3SAT till P1: Ersétt varje klausul med
en olikhet enligt samma princip som (1).

Det resulterande systemet av olikheter kan omedelbart skrivas om till en
ekvivalent matris A och vektor b. Problemet nu &r att vi inte far ett ekvation-
ssystem Ax = b utan ett olikhetssystem Ax > b. Detta kan vi ordna genom att
infora tva extravariabler per ekvation. Lat w,u’ vara tva nya variabler. Kom
ihag att variabler endast far tilldelas virden ur {0,1} och att detta medfor
foljande:

p+(1—¢q)+r>1lomochendast omp+ (1—q)+r+u+u =3. (2)

Med denna transformation far vi ett ekvationssystem som vi kan skriva pa
matrisform A’z’ = b'. Notera att alla steg i berakningen av A’ och b’ kan goras
i polynomisk tid. Vi har darmed visat att det finns en polynomisk reduktion
fran 3SAT till problemet i uppgiften och att problemet ar NP-fullstdndigt.

Uppgift 2.

Problemet &ar i NP eftersom det &r en begransad variant av 3SAT. For att
visa att problemet dr NP-svart sa gor vi en reduktion fran 3SAT. Lat F' = C1 A
-+ A\ C,y, vara en godtycklig 3SAT-formel. Notera foljande: de tva klausulerna
(pV q) och (—pV —q) ar satisfierade av tilldelningen f : {p,q} — {0,1} om och
endast om (1) f(p) =0 och f(q) =1 eller (2) f(p) =1 och f(g) = 0. Man kan
alltsa anvanda dessa tva klausuler for att ”simulera” negation.



Lat C vara en godtycklig klausul i F' och betrakta denna transformation.
omC=(pVvgVvr)salatC'=(pVqVr)
om C = (-pV qVr) sainfor en ny variabel p och lat C' = (pVpVp) A (—pV
pVp) APV gV T)
om C' = (=pV =gV r) sa infor tva nya variabler p, g och lat C' = (pV pV p) A
(pV=pV-p)A(gV gV GHA(=qV =gV -G N(PVGVT)
om C = (-pV gV -r)salat C' = (—pV —qV —r)

Notera foljande.

1. Formeln F/ = C{ A --- A CJ, innehaller endast klausuler av de tillatna
typerna.

2. F ar satisfierbar om och endast om F' ar satisfierbar.

3. I’ kan beraknas i polynomisk tid.

Det foljer att problemet i uppgiften ar NP-fullstandigt.

Uppgift 3.

Vi boérjar med att visa en polynomisk reduktion fran 3-Fargning till 4-
Fargning. Lat G = (V,FE) vara en godtycklig oriktad graf. Bilda grafen
G' = (V',E’) genom att ldgga till en ny nod x och ansluta x till alla andra
noder. Om G éar 3-fargbar sa ar G’ 4-fargbar eftersom alla noder i V' kan 3-
fargas och x kan ges den fjarde fargen. Om G’ ar 4-fargbar sa maste G vara
3-fargbar eftersom x &r ansluten till alla andra noder—den ”férbrukar” en av
de tillgéngliga fyra fargerna. Denna reduktion kan uppenbarligen goras i poly-
nomisk tid sa 4-Fargning &r ett NP-fullstédndigt problem.

Reduktionen ovan kan anvandas for att visa att 4-Fargning kan reduceras till
5-fargning, 5-fargning till 6-fargning och sa vidare. Dérav foljer att k-fargning
ar ett NP-fullstandigt problem for alla & > 3.

Uppgift 4.

Férslag 1. Lat F = Cy A\ --- A C,, vara en instans av problemet. Lat C vara en
klausul i F' 6ver variablerna p, ¢, r och lat

C'=CA(=pV—=qgV=r)A(=pV—=gVr)A(=pVqV-r)A(pV—qgV-r)A(pVqVr).

De tillagda klausulerna tvingar att exakt en av p, ¢, r tilldelas sanningsvardet
1. Alltsa géller att F/ = C{ A--- A C), &r satisfierbar om och endast om F har
en tillaten modell. Transformationen fran F till F’ kan goras i polynomisk tid
och den infér inga nya variabler. Vi vet att 3SAT kan losas i ¢” - poly (|| F|) tid

for ¢ < 2 s problemet i uppgiften kan ocksa 16sas i ¢ - poly(||F||) tid.

Férslag 2. Gor en rekursiv algoritm som for varje klausul C' i formeln testar de
tre tdnkbara tilldelningarna. Exempelvis, om C' innehaller variablerna p, g, r sa



g6r man tre rekursiva anrop med (1) p=1,¢=0,7r=0, (2) p=0,g=1,7r=0
och (3) p=¢q =0,r = 1. Tidskomplexiteten beskrivs da av

T(1) =1

T(n) = 3T(n — 3) + poly(||F|])

dér n &r antalet variabler. Det foljer att algoritmen gar i 3"/3 - poly(||F||) tid
vilket 4r ungefar lika med 1.44™ - poly(||F||) tid.

Uppgift 5.

Polynomisk reduktion fran 3-Fargning. Lat grafen G = (V, E) vara en godtyck-
lig instans av 3-Fargning. For varje v € V, introducera tre variabler vg,vg,vp
och klausulen (vgVuve Vug). Exakt en av dessa variabler kommer att vara sann
i varje tankbar 16sning sa vi kan tolka "vg dr sann” som ”nod v har firg R”
OSV.

Betrakta nu en bage e = (v,w) € E. Vi maste garantera att vg,wg inte ar
sanna samtidigt, att vg, wa inte dr sanna samtidigt och att vp, wp inte ar sanna
samtidigt. Notera att det inte riacker att sitta (—vgV—-wg), (-veV-wq), (-vV
—wp) eftersom vi maste garantera att exakt en literal i varje klausul 4r sann.
Infér tre hjalpvariabler a., b, ce och foljande klausuler:

(R V wRr V ae) A (—vg V —we V be) A (—vp V —wp V ce) A (ae Vbe V ce).

Om exempelvis bade v och wg &r sanna sa géller fortfarande att klausulerna
ovan inte ar satisfierbara. Antag att vr, wg ar sanna och att vg,vp,wr, wy ar
falska. Om vi bortser fran hjalpvariablerna ae, be, c. sa ser man att

(mvR V wR V ae) A (—vg V —we V be) A(—vp V —wp V ce) Alae V be V ¢e).

satisfierad satisfierad ej satisfierad

Om nu a. och b, sétts till falsk och ¢, till sann far vi

(mvR V —wR V ae) A (—vg V —wa V be) A(—vp V —wp V c) Aae Vbe Vce) .

satisfierad satisfierad satisfierad satisfierad

Slutsats: Om tva fargvariabler (exempelvis vgp och wg) samtidigt dr sanna
kan klausulerna inte satisfieras. I alla andra fall kan de fyra klausulerna sat-
isfieras genom att sitta en av bagens hjalpvariabler a, be, c. till sann. Vi har
dérmed verifierat att G ar 3-fargbar om och endast om den resulterande formeln
har en tilldelning som gor exakt en literal i varje klausul sann. Det foljer att
problemet dr NP-fullstandigt.



