F6. 6: Komplexitetsteori och NP-fullstandighet 1.

F6. 7: Komplexitetsteori och NP-fullstandighet Il.

F6. 8: Algoritmer for NP-fullstindiga problem.



Algoritmer for NP-fullstindiga problem
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Algoritmer for NP-fullstindiga problem

Syfte: Demonstrera en klass (intressanta) problem som (troligen)
inte kan |6sas i polynomisk tid.

Alla problem i NP kan l6sas i 2P°W(") tid.
Manga kan I6sas i 2¢7 tid.

Att minska c ar en bra idé.
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Algoritmer for NP-fullstindiga problem

Generell algoritm for problem i NP
L&t X vara ett godtyckligt problem i NP.

L&t Ax vara (den polynomiska) verifikationsalgoritmen och n* en
dvre grans pd 16sningslangd for problem av langd n.

algoritm Bx(/)
rikna upp alla strangar av lingd ||/||
om Ax accepterar ndgon av dessa svara "ja" annars "nej"



Algoritmer for NP-fullstindiga problem

Problem Trivial alg. Forbattrad alg.

3SAT 1 2" -poly(||/]|) | 1.84™ - poly(||/|])
Oberoende Mangd | 2" - poly(||/]|) | 1.38" - poly(||/|])
3-Fargning 37 - poly(|[/]]) | 1.73" - poly([[/]])
3SAT 2 2" - poly(||1]]) | 1.73™ - poly(||/]])




3SAT 1

Algoritm 1 for 3SAT
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En klausul (p V q) kan satisfieras pd 3 olika satt.



En klausul (p V q) kan satisfieras pd 3 olika satt.




En klausul (p) kan endast satisfieras pd 1 satt.



En klausul (p) kan endast satisfieras pd 1 satt.

Sadana klausuler kan "propageras" bort.

(P)A (@) A(pV =gV r)A(gVrV-s)A(pVs)
=
(@A (pV=gVr)NqVrV=s)A (pVs)

| ~——

satisfierad av p satisfierad av p

=
(gVrV-s)
—_——

satisfierad av g

=

Hela formeln satisfierad.



(p) A (q) A (=pV —q)

=
(@) A (=pV—q)

——
—p kan tas bort
=

(—q)
~—
—q kan tas bort

=

0

Tomma klausuler kan inte satisfieras.



Indata 3SAT-formel F

Propagera bort alla enhetsklausuler

Om en tom klausul uppstar s§ svara "nej
Om formeln blir tom s& svara "ja"
Vilj en klausul (pV gV r) i formeln F.

Gor 7 rekursiva anrop pd formlerna F A (p) A (—q) A (—r),
F A (=p) A(q) A (r) etc.



Tidskomplexitet i antal variabler n och ||F||.

T(1)=1

klausul lingd 1: T(n) = T(n — 1)+ poly(||F||)
klausul langd 2: T(n) =3T(n— 2) + poly(||F||)
klausul langd 3: T(n) =7T(n—3) + poly(||F||)



Frdn Fo 1.

k

T(n) = Z T(n—r;) + poly(n)

i=1

Lat f(x)=1— 3K, x".
Hitta storsta reella nollstallet ¢ till f.

T(n) € O(c").



Observation. Rekursiva ekvationer av typen
T(1)=1

T(n) = aT(n—b)+ poly(||/]])

har I6sningen

T(n) € a® - poly([|1])).



Tidskomplexitet i antal variabler n och ||F]||.
T(1)=1

klausul lingd 1: T(n) = poly(||F]|)

klausul langd 2: T(n) = 3"/2 + poly(||F||)
klausul lingd 3: T(n) = 7"/3 + poly(||F||)

Virsta fall: T(n) = 7"/3 - poly(||F||) < 1.92" - poly(||F||).



Algoritmen kan enkelt férbattras.



Algoritmen kan enkelt férbattras.

(pV qVr) "ticks" av tre fall.

1. (p)
2. (=p) A (q)
3. (=p) A (=q) A(r).



Tidskomplexitet i antal variabler n och ||F]||.

T(1) =1
klausul lingd 1: T(n) = T(n— 1) + poly(||F||)
klausul langd 2: T(n) =3T(n—2) + poly(||F||)

klausul langd 3:
T(n)=T(n—=1)4+ T(n—2)+ T(n—3) + poly(||F||)



Tidskomplexitet i antal variabler n och ||F]||.
T(1)=1

klausul lingd 1: T(n) = poly(||F]|)

klausul lingd 2: T (n) = 1.73" + poly(||F||)
klausul langd 3: T(n) = 1.84" + poly(||F||)

Virsta fall: T(n) < 1.84" - poly(||F|).



Oberoende Mangd

Algoritm tor Oberoende Mangd



Oberoende Mangd

Forsok identifiera polynomiskt I&sbara fall.
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Oberoende Mangd

Forsok identifiera polynomiskt I&sbara fall.
Vad hander om graden ar begriansad?

Hur ser en graf med grad 2 ut?



Oberoende Mangd

P> AL ﬁ{

G

*—0—0—0—0 /l
T

b

Oberoende Graf &r I6sbar i polynomisk tid under denna begransning.




Oberoende Mangd

algoritm A((V, E))

om G har grad < 2 s& berdkna korrekt svar med den polynomiska
algoritmen

valj godtyckligt en nod v € V' med grad minst 3
a=AG - {v})
b=1+A(G — ({v} U grannar(v)))

returnera max(a, b)



Oberoende Mangd

Tidskomplexitet matt i antalet noder n och ||G||.
T(1) =1
T(n)=T(n—=1)+ T(n—4)+ poly(||G]])



Oberoende Mangd

Tidskomplexitet matt i antalet noder n och ||G||.
T(1) =1
T(n)=T(n—=1)+ T(n—4)+ poly(||G]])

T(n) < 1.38" - poly(||G|]).
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3-Fargning

Enkel algoritm for 3-Fargning.

Rékna upp alla tilldelningar av "fargerna" R och G/B till noderna i
grafen.
Om noderna som fargats med R inte bildar en oberoende mingd s&

svara "nej

Om delgrafen med de noder som fargats G/B inte dr 2-fargbar s
svar "nej".

Svara "ja".



3-Fargning

Enkel algoritm for 3-Fargning.

Rékna upp alla tilldelningar av "fargerna" R och G/B till noderna i
grafen.
Om noderna som fargats med R inte bildar en oberoende mingd s&

svara "nej

Om delgrafen med de noder som fargats G/B inte dr 2-fargbar s
svar "nej".

Svara "ja".

Tidskomplexitet: O(2" - poly(||G||)) dér n &r antalet noder.



3-Fargning

Matchning i en graf G = (V, E).

Delmingd bagar E/ C E s3 att varje nod ingér i hdgst en av dessa
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3-Fargning

Matchning i en graf G = (V, E).
Delmingd bagar E/ C E s3 att varje nod ingér i hdgst en av dessa
bagar.

L&t E’ vara en matchning. Om en nod ingér i ndgon av dessa bagar
kallas den mattad och, i annat fall, omattad.



3-Fargning
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3-Fargning



3-Fargning

Maximal matchning i en graf G = (V, E).
Matchning E’ C E s3dan att man inte kan lagga till nagon
ytterligare b&ge och fortfarande ha en matchning.

En maximal matchning kan hittas i polynomisk tid med en enkel
girig algoritm.



3-Fargning

Observation:

Lat G = (V, E) vara en graf med en matchning E/ C E. De
omattade noderna bildar en oberoende mangd.






3-Fargning

Antag att de mattade noderna har tilldelats "fargerna" R och G/B.
Hur farga de omattade noderna?



3-Fargning




3-Fargning

Tag fram en maximal matchning av G

Rakna upp alla tankbara tilldelningar av de matchade paren
R—G/B
G/B—R
G/B— G/B

For varje s&dan tilldelning, firga de omattade noderna enligt
tidigare.

Kontrollera om fargningen ar ok.



3-Fargning

Tidskomplexitet.

| virsta fallet &r alla noder mittade. Vi har tre alternativ f6r varje
matchad bage. Detta ger 3"/2 - poly(||G||) < 1.733" - poly(]| G||).



3SAT 2

Algoritm 2 tor 3SAT



F — 3SAT-formel

a — en variabeltilldelning

d — sokdjup



algoritm X(F, a, d)

om a satisfierar F s3 svara "ja"

om d = 0 s& svara "nej"
valj en klausul C i F som inte satisfieras av a, exempelvis
C=(pVvqgVr)
gor tre rekursiva anrop
X(F,a[p=1],d —1)
X(F,alg=1],d —1)
X(F,a[r=1],d —1)

om n3got anrop ger svaret "ja" s svara "ja" och annars "nej"



Antag att F inneh&ller n variabler.
D& kollar X(F,(0,...,0),n) om F ar satisfierbar eller inte.



Antag att F inneh&ller n variabler.
D& kollar X(F,(0,...,0),n) om F ar satisfierbar eller inte.
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Antag att F inneh&ller n variabler.
D& kollar X(F,(0,...,0),n) om F ar satisfierbar eller inte.
Tidskomplexitet: 3" - poly(||F|]).

Langsammare an att rakna upp alla tankbara tilldelningar (2").












Man kan allts8 kontrollera F:s satisfierbarhet via tvd anrop till X.
X(F.(0.....0), [n/2])
X(F, (1., 1), [n/2])



Man kan allts8 kontrollera F:s satisfierbarhet via tvd anrop till X.

X(F,(0,...,0),[n/2])

X(F, (1., 1), [n/2])
Tidskomplexitet: 2 -3"/2 . poly(||F||) eller ungefar
O(1.73" - poly(| | F][))-

Algoritm 1 for 3SAT gar i O(1.84" - poly(||F||)) tid.



