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Komplexitetsteori och NP-fullstindighet.
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m NP-fullstindighet.



Komplexitetsteori och NP-fullstindighet.

Syfte: Demonstrera en klass (intressanta) problem som (troligen)
inte kan |6sas i polynomisk tid.



Komplexitetsteori och NP-fullstindighet.

P ar klassen av problem som &r I6sbara i polynomisk tid.

NP &r klassen av problem vars |6sningar kan verifieras i polynomisk

tid.



Komplexitetsteori och NP-fullstindighet.

L&t X och Y vara beslutsproblem med instansmangderna Ix och Iy.

Det finns en polynomisk reduktion fran X till Y om féljande galler.
Det existerar en algoritm A som avbildar Ix p& Iy med fdljande
egenskaper:

A gér i polynomisk tid,

om | € Ix dr en "ja"-instans s& &r A(/) en "ja"-instans till
problemet Y och

Bom/clxaren"

problemet Y.

nej"-instans s dr A(/) en "nej"-instans till



Komplexitetsteori och NP-fullstindighet.

Om X ar NP-svért och det finns en polynomisk reduktion frén X
till Y s& ar Y ett NP-svért problem.



Komplexitetsteori och NP-fullstindighet.

Om X ar NP-svért och det finns en polynomisk reduktion frén X
till Y s& ar Y ett NP-svért problem.

Om Y &r NP-svart och en medlem i NP s3 dr Y ett
NP-fullstandigt problem.



Komplexitetsteori och NP-fullstindighet.

Dagens exempel.

Max 2SAT
Oberoende Mangd
Nodhdlje
3-Fargning



Max 2SAT

Max 2SAT



Max 2SAT

Problem. Max 2SAT

Indata. Ett heltal K och en CNF-formel F= G A G A--- A C,
dar varje klausul C; innehaller hogst tva literaler.

Fraga. Existerar en tilldelning av sanningsvirden sddan att minst
K eller flera klausuler i F blir satisfierade?



Max 2SAT

Reduktion fran 3SAT.



Max 2SAT

Betrakta féljande klausuler.
(x), (), (2), (w),

(=x V =y), (my V =z), (—z V —x),

(xV-=w),(yV-w),(zV-w)



Max 2SAT

Antag att x =y =z =0. Vilj w=0.
(x), (¥), (2), (w),

(=x V =y), (my V —z),(—z V —x),

(xV-=w),(yV-w),(zV-w)

Summa: 6 satisfierade klausuler.



Max 2SAT

Antag att x =y =z =10. Vilj w=1.
(x), (¥), (2), (w),

(=x V =y), (my V —z),(—z V —x),

(xV-=w),(yV-w),(zV-w)

Summa: 4 satisfierade klausuler.



Max 2SAT

Antag att x =1 och y =z=0. Vilj w = 0.
(%), (¥), (2), (w),

(=x V =y), (my V —z),(—z V —x),

(xV-=w),(yV-w),(zV-w)

Summa: 7 satisfierade klausuler.



Max 2SAT

Antag att x=1ochy =z=0. Vilj w = 1.
(), (¥), (2), (w),

(=x V =y), (my V —z),(—z V —x),

(xV=w), (yV-w),(zV-w)

Summa: 6 satisfierade klausuler.



Max 2SAT

Antag att x =0o0ch y =z=1. Vilj w = 0.
(x), (), (2), (w),

(=x V =y), (my V —z), (—z V —x),

(xV-=w),(yV-w),(zV-w)

Summa: 7 satisfierade klausuler.



Max 2SAT

Antag att x=0o0chy =z=1. Viljw = 1.
(x), (), (2), (w),

(=x V =y), (my V —z), (—z V —x),

(xV-=w),(yV-w),(zV-w)

Summa: 7 satisfierade klausuler.



Max 2SAT

Antag att x=y =z=1. Viljw=0.
(%), (), (2), (w),

(=x V =y), (my V =2), (-2 V —x),

(xV-=w),(yV-w),(zV-w)

Summa: 6 satisfierade klausuler.



Max 2SAT

Antag att x=y =z=1. Viljw=1.
(x), (¥), (2), (w),

(=x V =y), (my V =2), (-2 V —x),

(xV-=w),(yV-w),(zV-w)

Summa: 7 satisfierade klausuler.



Max 2SAT

Om x =y = z =0 s& kan maximalt 6 klausuler satisfieras.



Max 2SAT

Om x =y = z =0 s& kan maximalt 6 klausuler satisfieras.

| alla andra fall kan 7 klausuler satisfieras.



Max 2SAT

Tillbaka till 3SAT.



Max 2SAT

(xVayVz)A(xVyVu)



Max 2SAT

() A (y) A(2) A (wa) A
(~xVy) Ay V=z) A (=2 V —x) A
(xV —w1) A (my V —w) A (2 V —wg) A
() A () A (u) A (wz) A
(=X V my) A (y Vo) A (= V x) A

(xV-w)A(yV-w)A(uV-w)



Max 2SAT

K = 7- #klausuler



Max 2SAT

Om 3SAT-formeln &r satisfierbar s& ar den nya instansen en
"ja"-instans.

Om 3SAT-formeln inte &r satisfierbar s§ dr den nya instansen en
"nej"-instans.

Transformationen kan utféras i polynomisk tid.



Max 2SAT

Om 3SAT-formeln &r satisfierbar s& ar den nya instansen en
"ja"-instans.

Om 3SAT-formeln inte &r satisfierbar s§ dr den nya instansen en

"nej"-instans.

Transformationen kan utféras i polynomisk tid.

Slutsats: Max 2SAT &r ett NP-svart problem.



Oberoende Mangd

Oberoende Mangd



Oversikt/komplexitetsteori.

Problem. Oberoende Mangd.
Indata. En graf G = (V, E) och ett heltal K.
Fraga. Innehaller G en oberoende miangd med K eller fler noder?



Oversikt/komplexitetsteori.

gz (g2
P2 gh=(g)=(



Oberoende Mangd

Reduktion fran 3SAT.



Oberoende mangd

VaSANTAN



Oberoende Mangd

(x V=ayVz)



Oberoende Mangd

(x V=ayVz)

Q
(——=



Oberoende Mangd

(xVyVz)A(=xV-ayV-az)A(-xVyVz)



Oberoende Mangd

(xVyVz)A(=xV-ayV-az)A(-xVyVz)

VASVAWVAN



Oberoende mangd

(xVyVz)AN(-xV-yV-z)A(-xVyVz)



Oberoende mangd

(xVyVz)AN(-xV-yV-z)A(-xVyVz)




Oberoende mangd

Antag att det finns en oberoende mangd av storlek #klausuler. Om
en nod mérkt x &r vald s3 sitt f(x) = 1. Om en nod markt —x &r
vald s& satt f(x) = 0. Notera att konflikt inte kan uppsté: en nod
markt x kan aldrig viljas tillsammans med en nod méarkt —x p.g.a.
de "réda" b&garna. Notera att varje klausul kommer att innehélla
minst en sann literal under tilldelningen 7. Allts§ ar formeln
satisfierbar.



Oberoende mangd

Antag att formeln &r satisferad av tilldelningen f. For varje "svart"
triangel i grafen dr minst en nod sann under f. Valj godtyckligt en
s&dan nod ur varje "svart" triangel och lagg dessa i mangden M.
Mangden M innehéller #klausuler noder. Antag att det finns en
bdge mellan tv8 noder i M. Detta m3ste i s& fall vara en "r6d"
bage. Det leder till motsagelse eftersom f inte kan géra bdde x och

—x sann samtidigt. Alltsd 4r M en oberoende mangd av storlek
#klausuler.



Oberoende Mangd

Om 3SAT-formeln &r satisfierbar s& ar den nya instansen en
"ja"-instans.

Om 3SAT-formeln inte &r satisfierbar s§ dr den nya instansen en
"nej"-instans.

Transformationen kan utféras i polynomisk tid.



Oberoende Mangd

Om 3SAT-formeln &r satisfierbar s& ar den nya instansen en
"ja"-instans.

Om 3SAT-formeln inte &r satisfierbar s§ dr den nya instansen en

"nej"-instans.

Transformationen kan utféras i polynomisk tid.

Slutsats: Oberoende Mangd ar ett NP-svért problem.



Nodhdlje

Nodhslje



Nodhdlje

Ett nodhélje i en oriktad graf G = (V, E) &r en delmangd V' C V
sddan att varje bége i E 4r ansluten till minst en nod i V'.






Nodhdlje

Problem. Nodhdlje.
Indata. Oriktad graf G = (V, E) och ett heltal K > 0.
Utdata. Nodhdlje V' C V sa&dant att |V/| < K.



Nodhdlje

Reduktion frdn Oberoende Mangd.






Nodhdlje

En graf G = (V, E) innehéller ett nodhdlje av storlek K om och
endast om G inneh3ller en oberoende mangd av storlek |V| — K.



Nodhdlje

En instans ((V, E), K) av Oberoende Mangd.

I
En instans ((V, E),|V| — K) av Nodhdlje.



Nodhdlje

Om instansen av Oberoende Mangd &r en "ja"-instans sd ar den
nya instansen en "ja'"-instans.

Om instansen av Oberoende Mangd ar en "nej"-instans sd dr den
nya instansen en "nej"-instans.

Transformationen kan utféras i polynomisk tid.



Nodhdlje

Om instansen av Oberoende Mangd &r en "ja"-instans sd ar den
nya instansen en "ja'"-instans.

Om instansen av Oberoende Mangd ar en "nej"-instans sd dr den
nya instansen en "nej"-instans.

Transformationen kan utféras i polynomisk tid.

Slutsats: Nodholje dr ett NP-svért problem.



3-Fargning

3-Fargning



3-Fargning

En k-firgning av en oriktad graf G = (V, E) &r en funktion
f:V —{1,... k} sddan att for varje bage {v,w} € E s& galler
f(v) # f(w).



3-Fargning

Q




3-Fargning

Problem. 3-Firgning.
Indata. Oriktad graf G = (V, E).
Fraga. Ar G 3-firgbar?



Oberoende Mangd

Reduktion fran 3SAT.






3-Fargning




3-Fargning

(xVyV-z)



3-Fargning






3-Fargning

Om 3SAT-formeln &r satisfierbar s& ar den nya instansen en
"ja"-instans.

Om 3SAT-formeln inte &r satisfierbar s§ dr den nya instansen en
"nej"-instans.

Transformationen kan utféras i polynomisk tid.



3-Fargning

Om 3SAT-formeln &r satisfierbar s& ar den nya instansen en
"ja"-instans.

Om 3SAT-formeln inte &r satisfierbar s§ dr den nya instansen en
"nej"-instans.

Transformationen kan utféras i polynomisk tid.

Slutsats: 3-Fargning ar ett NP-svart problem.



