Losningsforslag 1

Uppgift 1.

Algoritm Antag att indata ar xp,...,x, och anropa foljande algoritm med

f(1,n).

algorithm f(I,r)

ko= 5]

if 2, < z, then return f(I,k)
elsif 2; < x; then return f(k,r)
else return r

Korrekthet. Vi visar att f(I,r) returnerar det minsta talet mellan index [ och r.
Detta implicerar att algoritmen ger korrekt svar for xi,...,x, da den anropas
med f(1,n). Observation: Om z1,...,x, ar cykliskt sorterad sa ar xzy,...,z,
cykliskt sorterad for godtyckliga 1 <1 <r < mn.

Induktion 6ver k = LHTTJ

Bassteg. Om k=1 sa ar antingenl =r=1elleri=1ochr=2. Omi=r=1
sa returnerar algoritmen r vilket &r korrekt. Om [ = 1 och r = 2 sa testas forst
om x1 < x2 och isafall returneras f(1,1) = 1 vilket &r korrekt. Dérefter testas
om x7 < x1 vilket inte kan vara fallet. Om sista fallet nas sa géller att x, < x,
dvs ro < 71, och 2 returnernas vilket ar korrekt.

Ind. ant. Antag att algoritmen ar korrekt da k < p, p > 0.
Ind. steg. Vi visar att algoritmen &r korrekt pa k = p+ 1. Vi betraktar tre fall.

Fall 1. Om x;, < z, sa maste det minsta talet i z;,...,x, finnas i intervallet
xy, ..., Ty eftersom zy, ..., x, ar cykliskt sorterad. Vi ser att
l+k (k—1)+k
< <k=p+1
sa induktionsantagandet garanterar att algoritmen ger korrekt svar i detta fall.
Fall 2. Om x; < xj sd maste det minsta talet i x;, ..., z, finnas i intervallet
Tk, - .., % Beviset dr analogt med foregaende fall.



Fall 3. Om varken fall 1 eller 2 &r applicerbart sa returnerar algoritmen r.
Detta ar korrekt eftersom i detta fall géller x; > xp > x, och z, ar det minsta
talet i x,..., z,.

Tidskomplexitet. Notera att algoritmens tidskomplexitet beskrivs av T'(1) = 1
och T'(n) = T(n/2) + c. Detta ger att

Tn)=Tn/2)+c+T(n/4)+c+T(n/8) +c+---+1=

c¢-logy(n) +1 € O(logn)

Uppgift 2.

Algoritmen baseras pa dynamisk programmering. Bilda en n x m-tabell M
med hetal. Lat M][i, j] beteckna antalet tecken till vinster om (och inklusive)
a; som Overensstdmmer med lika manga tecken till vénster (och inklusive) b;.
Langden av den ldngsta gemensamma strangen ar da det storsta talet i M. M
kan beridknas pa foljande satt:

Mli,j]=0omi=0eller j =0
Mli,jl=M[i—1,7—1]4+ 1 om a; = b,
MTi, j] = 0 annars.

En fullstéandig algoritm kan se ut sa har.

fori=0ton

M{i, 0] :==0
for j=0tom
M]I0,j]:=0

fori:=1ton
for j:=1tom
if a; = b; then M[i,j]:= M[i—1,j — 1]+ 1 else M[i,j] :=0
max =0
fori:=1ton
for j:=1tom
if M[i, j] > max then max := M]i, j]
return mazx

Det framgar fran algoritmen att den gar i O(n 4+ m 4+ nm + nm) = O(nm) tid.

Uppgift 3.

Algoritm. Bilda en en-dimensionell array A som innehaller alla element i .57 och
alla element i So. Sortera A med Mergesort. Om det finns en position ¢ sadan
att A[i] = A[i + 1] sa svara "nej” och svara i annat fall ”ja”.



Tidskomplexitet. Arrayen A innehaller n = |S1| + |S,| element s& sorteringen
tar O(nlogn) tid. Den avslutande kontrollen tar O(n) tid sa hela algoritmen
gar i O(nlogn) tid.

Korrekthet. Det foljer direkt fran algoritmen att den svarar "nej” om och endast

om S N Sy # (.

Uppgift 4.

Algoritm. Tag bort den billigaste bagen i grafen G tills grafen inte langre &r
sammanhéngande. Lagg tillbaka den sista bagen i grafen. Kalla denna graf H.
Beriakna ett minsta uppspannande trad 17" for H och returnera T'.

Tidskomplexitet. Algoritmen gar uppenbart i polynomisk tid eftersom det min-
sta uppspannande tradet kan berdknas i polynomisk tid med, exempelvis, Prim
eller Kruskals algoritm.

Korrekthet. Antag att det finns en graf G som algoritmen inte lyckas 16sa op-
timalt. Lat T vara det trad algoritmen returnerar och lat U vara ett optimalt
trad. Lat er vara den billigaste bagen i T' och lat ey vara billigaste bagen i U.

Vi vet att c(er) < c(ey) eftersom T inte &r en optimal 16sning. Eftersom ey
ar den billigaste bagen i U sa innehaller U inte nagon bage som &r billigare &n
ey. Speciellt innehaller U inte bagen ep. Notera att detta innebér att U inte &r
sammanhéngande och salunda inte &r ett uppspannande trad. Motségelse och
vi har visat att algoritmen alltid producerar en optimal 16sning.



