F6. 2: Giriga algoritmer.

F6. 3: Rekursiva algoritmer.

F6. 4: Dynamisk programmering.



Exempel 1: Stabil blandning.

Exempel 2: Exakt summa.

Exempel 3: Kortaste vagar.



Dynamisk programmering



Dynamisk programmering

Rekursiv nedbrytning arbetar "top-down". Man férsoker dela indata
i ungefdr lika stora delar och |6sa dessa delar rekursivt.



Dynamisk programmering

Rekursiv nedbrytning arbetar "top-down". Man férsoker dela indata
i ungefdr lika stora delar och |6sa dessa delar rekursivt.

Dynamisk programmering arbetar "bottom-up". Man [6ser sma
delar av indata och kombinerar dessa successivt till en fullstindig
|6sning.



Dynamisk programmering
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Stabil blanding

Exempel 1: Stabil blandning.



Stabil blandning

Problem. Stabil blandning.

Indata. Tre teckenstrangar X, Y, Z dar X och Y har langd n och
Z har langd 2n.

Fraga. Ar Z en stabil blanding av X och Y?



Stabil blandning

X: abc
Y: def
Z: abdecf



Stabil blandning

abc
def
abdecf

abc
def
abdfec

N XX N X



Stabil blandning

X: aabb
Y: baab
Z: aabbaabb



Stabil blandning

Lat X =X1.. X, Y=Y1...Yyoch Z=2...2,.



Stabil blandning

Konstruera en 0/1-tabell S.

Yo | Yi|Ye | Y3 |Ya|...| Vs

Xo
X1
X2
X3
Xy

Xn




Stabil blandning

Tolkning: S[i,j] = 1 om och endast om Xi ... Xj och Yi...Yjar
en stabil blandning av 71 ... Z;;.



Stabil blandning

Tolkning: S[i,j] = 1 om och endast om Xi ... Xj och Yi...Yjar
en stabil blandning av 71 ... Z;;.

Ratt svar kan hittas i sista rutan S[n, n].



Stabil blandning

Enkla grundfall.

S[0,0] = 1.

S[i +1,0] = 1 omm Xi41 = Zi41 och S[i,0] = 1.
S[0,j+ 1] =1omm Yj; = Zji; och 5[0,j] = 1.



Stabil blandning

Observation.

X, = 2o, eller Y, = Z5,.



Stabil blandning

Observation.

Xn = Zgn eller Yn = Zgn.

Tank pd samma satt.

S[i+1,j4+1] =1 omm



Stabil blandning

Observation.

Xn = Zgn eller Yn = Zgn.
Tank pd samma satt.
S[i+1,j4+1] =1 omm

X,‘+]_ = Z,‘+j_|_2 och S(I,J + 1) =1
eller
YJ'+1 = Zi+j+2 och S(I + 1,j) =1



Stabil blandning

Med dessa fyra regler kan tabellen fyllas i systematiskt.



Stabil blandning

Med dessa fyra regler kan tabellen fyllas i systematiskt.

Yo ! Yi| Yo | Y| Yal...| Y,
Xo
X1 °
Xo o (N
X3
Xa
Xn




Stabil blandning

Tidskomplexitet: O(n?).



Stabil blandning

Korrekthetsbevis (skiss).

Vi sager att tabellen &r (i,)-korrekt om alla koordinater (a, b) dar
1<a<ijochl<b<jidr korrekt ifyllda.

Vi visar att tabellen &r (7, )-korrekt for 0 < i, j < n. Detta kan vi
gora genom att visa att tabellen &r (7, j)-korrekt for alla m =i+ j,
0<ij<n



Stabil blandning

Induktion 6ver m = i + j.

Bassteg. Om m = 0 s& ar tabellen (0, 0)-korrekt och algoritmen ger
ratt svar.

Ind. ant. Antag att tabellen ar (/,j)-korrekt for alla i +j < m < k,
k > 0.



Stabil blandning

Ind. steg. Antag att i+ j =k +1,

Kom ih3g att

S[i,j]=1 omm

X,' = Z,'+j och 5([ — 1,_]) =1
eller

Yj = Zi+j och S(i,j— 1) =1

Notera att att i — 1+ j = k och i +j — 1 = k. Allts8 ar S(i — 1, )
och S(i,j — 1) korrekt berdknade via ind. ant.



Exempel 2: Exakt summa.



Exakt summa

Problem. Exakt summa.

Indata. En méngd / med positiva heltal sddan att 1 € /. Ett
positivt heltal x.

Utdata. En kortast mdjliga sekvens S = (i1, ..., ix) av tal fran /
sddan att Zj-‘zl sj = X.



Exakt summa

Observation 1: Vi behdver bara anvinda tal i € | som uppfyller
i < x.



Exakt summa

Observation 1: Vi behdver bara anvinda tal i € | som uppfyller
i < x.

Observation 2: Sekvensens langd ar maximalt x eftersom 1 € /.



Exakt summa

Konstruera en 0/1-tabell R.

j=1lj=2]j=3|j=4|j=5|...|j=x

| =

| =

| =

=
i=5hH




Exakt summa

Tolkning.

R(i,j) =1 omm talet i kan konstrueras med j tal ur /.



Exakt summa

Enkelt grundfall.

R(i,1)=1omm € I.
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Exakt summa

Uppdatering.

R(i,j) =1 omm det existerar t € | s3dant att det finns ett
1</ <xsa&dantatt R(/',j —1)=1loch i/ +t=1.
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Exakt summa

Den forsta 1:an p4 rad x indikerar den optimala [6sningen.



Exakt summa

Den forsta 1:an p4 rad x indikerar den optimala [6sningen.

Hur f& man fram konkret 16sning?



Exakt summa

Den forsta 1:an p4 rad x indikerar den optimala [6sningen.
Hur f& man fram konkret 16sning?

Tidskomplexitet: O(poly(x, |/])).



Kortaste vagar

Exempel 3: Kortaste vagar.
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Kortaste vagar

D 3r n x n-matris éver QT U {oo}.

Forenklar att ersiatta "?" med "oo".



Kortaste vagar

for k=1to ndo



Kortaste vagar

for k=1to ndo
fori=1tondo
for j=1to ndo



Kortaste vagar

for k=1to ndo
for i =1 to ndo
for j=1to ndo
D(i,j) = min(D(i,j), D(i, k) + D(k,J))



Kortaste vagar

for k=1to ndo
for i =1 to ndo
for j=1to ndo
D(i,j) = min(D(i. ), D(i, k) + D(k. )
return D



Kortaste vagar

Tidskomplexitet: O(n®).



Kortaste vagar

Korrekthetsbevis.

En k-vag fran v, till v, ar en vag
Va = Vig — =2 Vi, — Vp

sadan att
{V,'l,...,V,'m} g {vl,...,vk}.



Kortaste vagar

Korrekthetsbevis.

En k-vag fran v, till v, ar en vag
Va = Vig — =2 Vi, — Vp

sadan att
{V,'l,...,V,'m} g {vl,...,vk}_

Notera att en n-vdg frén v, till v, 3r vilken vig som helst frén v,
till vp.



Kortaste vagar

Lat DUKI[i, j] vara lingden av den kortaste k-vigen fran v; till v;.



Kortaste vagar

Lat DUKI[i, j] vara lingden av den kortaste k-vigen fran v; till v;.

Vi visar att algoritmen berdknar D), D) D) och alltss
returnerar D(") (vilket ar korrekt svar).



Kortaste vagar

Induktion Gver antalet varv m som yttersta for-slingan har gjort.



Kortaste vagar

Induktion Gver antalet varv m som yttersta for-slingan har gjort.

Bassteg. m = 0. DO = D, dvs direktvdgarna mellan noderna.



Kortaste vagar

Induktion Gver antalet varv m som yttersta for-slingan har gjort.
Bassteg. m = 0. DO = D, dvs direktvdgarna mellan noderna.

Ind. ant. Antag att m=k —1, k—12>0, och att D(k=1) har
blivit korrekt beraknad.



Kortaste vagar

Induktion Gver antalet varv m som yttersta for-slingan har gjort.
Bassteg. m = 0. DO = D, dvs direktvdgarna mellan noderna.

Ind. ant. Antag att m=k —1, k—12>0, och att D(k=1) har
blivit korrekt beraknad.

Ind. steg. Algoritmen berdknar
D®(i, j) = min(DY1 (i, j), DE1 (i, k) + DKk, j))

Detta ar langden av kortaste k-vdgen mellan v; och v;. Antingen
anvinds v inte p& denna vdg (forsta fallet) eller s3 gor den det
(andra fallet). Notera att det inte finns anledning att anvinda vy
flera g&nger p& den kortaste k-vagen.



