Losningsforslag 3

Uppgift 1.

Notera forst att problemet ar i NP: certifikatet ar helt enkelt mangden C’, och
att testa de tva villkoren |C’| < K och [JC' = S kan goras i polynomisk tid.
For att visa att problemet dr NP-svart sa gor vi en polynomisk reduktion
fran nodholjesproblemet. Lat G = (V| E) vara en oriktad graf och K ett heltal.
Vi antar for enkelhets skull att V' = {1,...,n}. Lat e, vara méngden av bagar
i G som ar anslutna till noden v.
Bilda instansen (F,C, K) av uppgiftens problem dér

C={e, |veV}

Notera att (F,C, K) kan berdknas i polynomisk tid. Vi visar nu att grafen
G innehaller ett nodholje av storlek < K om och endast om instansen (FE,C, K)
har en 16sning.

Antag att det finns ett nodhdlje H = {i1,...,i,} i G av storlek < K. Vi
visar att C' = {e;,,...,¢e;,} dr en lésning till instansen (E,C, K). Vi vet att
|C'] < K sa det rédcker att visa att (JC' = E. Antag att det finns en bage e € E
som inte finns i | JC’. Det betyder att e inte & medlem i nadgon av méngderna
€iys--+,€4,- Det betyder i sin tur att e N H = (0 vilket leder till en motsagelse
eftersom H ar ett nodholje till grafen G. Alltsa géller | JC' = E.

Antag att det finns en delméngd {e;,,...,e;,} = C" C C med storlek < K
och |JC" = E. Vi visar att H = {i1,...,i,} dr ett nodholje till G. Valj
en godtycklig bage e € E. Eftersom |JC' = E sa finns bagen e i nagon av
méngderna e;,,...,e;,. Vi antar att e € e;;. Detta innebar att e = {i;, i} for
nagot iy, per definition av e;,, och att e ticks av H. Eftersom e &r en godtyckligt
vald bage téacks alla bagar av H.

Uppgift 2.

Fullstandigt bevis finns i kursboken.

Uppgift 3.

Medlemskap i NP &r latt att visa. For att visa NP-svarhet sa reducerar vi
Subset Sum till Knapsack. Lat (S,t) vara en godtycklig instans av Subset Sum



med S = {s1,...,8;}. Introducera objekt O1,...,0 och lat O;, 1 <i <k, ha
vikt a; = s; och varde v; = s;. Lat B = K = t.

Antag att instansen av Subset Sum &r en ja-instans. Da finns en delméngd
S" = {si,,...,5i,} €5 som summerar till £. Notera nu att

p p
Zaij =t och Zvif =t
j=1 j=1

sa instansen vi konstruerat ar en ja-instans.

Antag istéallet att instansen av Knapsack som vi konstruerat ér en ja-instans
och har l6sningen {O;,,...,0;, }. Lat lésningen till Subset Sum vara S’ =
{si15. -+, 86,}. Da vet vi att
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Zaii < toch Zvij > t.
j=1 j=1
samt att
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si; <t och Zsij > t.
i=1
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Vi kan da dra slutsatsen att

q
E Sij =t
Jj=1

och att instansen av Subset Sum &r en ja-instans.

Uppgift 4.

Deterministisk l6sning. Antag att V = {vy,...,v;}. Bilda funktionerna f1, fo :
V — N enligt

Ji(vi) =i
f2(vi) = k — 1.

Lat a; vara antalet villkor som satisfieras av f; och ay antalet villkor som
satisfieras av fy. Varje villkor (v; < v;) € C satisfieras av exakt en av funktion-
erna f1 och fo. Detta gor att az = |C| — a1 sa nagon av a; och ag dr storre &n
eller lika med |C|/2. Konstruktionen av fi, fo och de erforderliga testerna kan
enkelt utforas i polynomisk tid.

Randomiserad losning. Antag att V = {vy,...,v}. Lat o : {1,...,k} —
{1,...,k} vara en slumpméssigt vald permutation av {1,...,k}. Lat f(v;) =

o ().



Vi uppskattar hur manga villkor som uppfylls av f. Antag att villkoren i C
ar ci,...,Cm. Lat den stokastiska variabeln X, vara 1 om villkoret ¢; uppfylls
av f, och lat variabeln vara 0 annars. Da &r det forvintade antalet satisfierade
villkor lika med

E(X;y+---+X,,) = /linearitet/ = E(Xy) + - - + E(X;n)-

Sannolikheten for att ett villkor uppfylls 4r 1/2 eftersom o &r en slumpmaéssigt
vald permutation. Eftersom X; dr en 0/1-variabel foljer att E(X;) = 1/2. Déarav
foljer att 1/2 - |C| villkor forvéntas vara satisfierade av f.

Problemet med att konstruera en algoritm baserad pa idéen ovan ar att
generera en slumpmassigt vald permutation. Ett enkelt sitt att gora detta ar
att utnyttja Fisher-Yates algoritm (se Lemma 5.5 i boken eller
https://en.wikipedia.org/wiki/Random permutation).

Uppgift 5.

Antag att grafen G = (V, A) innehaller noderna vy, ...,v,. Tilldela varje nod
talet 0 med sannolikhet 50% och talet 1 med sannolikhet 50%. Lat V; vara
mangden av noder som tilldelats 0 och V3 mangden av noder som tilldelats 1.
Viser att V =VyUV; och att VoN'V; = 0.

Vi uppskattar nu hur manga bagar som startar i V4 och slutar i V3. Antag
att bagarna i G ar eq,...,e,. Lat den stokastiska variabeln X; vara 1 om
bagen e; startar i V och slutar i Vi, och lat variabeln vara 0 annars. Da ar det
forvintade antalet bagar lika med

EXi+---+X,,) = /linearitet/ = E(X1) + --- + E(X,,).

Sannolikheten for att en bage startar i Vj och slutar i V4 &r 1/4. Eftersom
X; ar en 0/1-variabel foljer att E(X;) = 1/4. Dérav foljer att 1/4 - |A| bagar
forvantas starta i Vy och sluta i V.



