F6. 10: Approximationsalgoritmer.

F6. 11: Randomiserade algoritmer.

F6. 12: Approximation + Randomisering.
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Randomiserad algoritm: Anvander slump och genererar en 18sning
som férvintas vara korrekt enligt ndgot kriterium.

Vad menas med slump?

Vad menas med att en |8sning forvdntas vara korrekt?
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Grunder

Randomiserade algoritmer &r "ndstan" lika bra som deterministiska.

Antag att en randomiserad algoritm svarar fel med sannolikhet 90%.

Kor en géng: 1 — 0.9 = 0.1 chans att f& korrekt svar.
Kor tva ganger: 1 — 0.9 = 0.19.

Kor tio ganger: 1 — 0.910 ~ 0.65.

Kor tjugo ganger: 1 —0.9%° ~ 0.87.

Kor hundra ganger: 1 —0.91%0 ~ 0.9999.



Grunder

Randomiserade algoritmer kan (troligen) inte l6sa NP-svéra
problem vasentligen snabbare dn deterministiska algoritmer.

Fordelar med randomiserade algoritmer.
Enkelhet.
Kan ge icke-trivial uppsnabbning.

Kraftfull metod i samband med approximation.
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Grunder

Lat X vara en diskret stokastisk variabel med utfallsrum S C N.
Tarning: S =1{1,2,3,4,5,6}.

Vaéntevirde: E(X) =) .. ps-s dar ps ar sannolikheten for utfall s.
Tarning: E(X) = Z?:l % - =3.5.

Linearitet: E(X; + -+ Xy) = E(X1) + -+ - + E(Xk).

Tvé tdrningar: E(X; +Xo) = E(X1) + E(X2) =35+4+35=T7.



Exempel 1: Min-Snitt



Min-Snitt

Problem. Min-Snitt.
Indata. Oriktad graf G = (V, E).

Utdata. Delmangd E’ C E sidan att G — E' inte ar
sammanhingande och E’ har minimal storlek.






Min-Snitt

algoritm K(G) dar G = (V, E) ar en multigraf
while |V| > 2
Vilj slumpmassigt bage (vi,vj) € E.
Uppdatera G genom att kontrahera v; och v;.

Bé&garna mellan de tvd aterstdende noderna levereras som utdata.
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Min-Snitt

Bevisidé.
Vad &r sannolikheten att algoritmen

Vad &r sannolikheten att algoritmen
lyckas i forsta varvet?

Vad &r sannolikheten att algoritmen
lyckas i tidigare varv?

Vad &r sannolikheten att algoritmen
lyckas i tidigare varv?

Utnyttja betingade sannolikheter.

"lyckas" i forsta varvet?

"lyckas" i andra varvet om den

"lyckas" i tredje varvet om den

"lyckas" i sista varvet om den
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Min-Snitt

Betingade sannolikheter.

Pr(A| B)
"Sannolikhet for A om B har hant".

Tarning: Pry yen gy(x +y > 11| x=6) = %

Antingen giller y = 5 eller y = 6.



Min-Snitt

Rakneregel.

Pr(Hy A - A Hy) =
Pr(Hy)-

Pr(Hy | Hy)-

Pr(H3 | Hi A Hz)-

Pr(Hk | H1/\H2/\"'/\Hk_1)
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Beuvis.

L&t G vara en graf med n noder.
Lat C vara ett min-snitt i G.

Handelsen H; géller om och endast om algoritmen inte viljer en
bage i C under det /:te varvet.

Om héndelsen Hy A --- A H,_5 intrdffar s& returnerar algoritmen C
vilket ar ett korrekt svar.

Vi vill visa att Pr(Hy A -+ A Hp—2) ar "stor".
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Min-Snitt

Lat k = |C]
Det giller att |E| > X0

Om detta inte géller s& finns en nod med grad < k eftersom det
inte finns tillrackligt med bagar for att ge varje nod grad > k.

C ar is&fall inte ett min-snitt.



Min-Snitt

Wk/z ar hogsta sannolikheten for att vilja en bége i C: Det finns k
bagar i C och minst kn/2 bagar i G.
2
1

Pr(Hi)>1— —~ —1-2
(Fh) 2 kn/2 n



Min-Snitt

k 2
Pr(Hy [ Hy) >1— —— =1— .
(He | Hh) =1 =7 n—1

Hela C finns kvar i G pga. Hs.
En nod har férsvunnit pga. kontraktionen.

Grafens minimala grad maste fortfarande vara minst k.



Min-Snitt

Pr(Hi | HiN---ANHi—1) > 1 — ——.
(Hi [ FA- A 1) n—i—1



Min-Snitt

Pr(Hy A+ A Hpp) =

Pr(H1)~
Pr(H2 | H1)~
PF(H3 | Hi A H2)

Pr(Hk\Hl/\Hg/\---/\H,,_Q)Z

ﬁ<1_ n—?—l—l) - n(n2—1)

i=1
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Min-Snitt

Sannolikheten ir alltsd ~ 2/n? att algoritmen hittar ett min-snitt.
Ganska 1&g sannolikhet...
Repetera n?/2 ganger. Sannolikheten att inte hitta ett min-snitt

blir da

X—>00

2\"/? 1
1—-— < = =0.36 im(1+1/x)=e
n? e

Med ytterligare repetitioner kommer man snabbt ndrmare
sannolikheten 0.



Sammanfattning.

Algoritmen hittar ett min-snitt med hdg sannolikhet.

Den gar i polynomisk tid: en kdrning av algoritmen tar O(n?) tid
och O(n?) upprepningar ger O(n*) total tid.



Kontroll av matrismultiplikation

Exempel 2: Kontroll av
matrismultiplikation.
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Kontroll av matrismultiplikation

Problem. KMM.
Indata. Tre n x n-matriser A, B och C.
Fraga. Ar C=A-B?

Kan I6sas i O(n®) tid med standardalgoritm for
matrismultiplikation.

2.3728596)

Kan lésas i O(n tid med snabb matrismultiplikation.

Kan I6sas i O(n?) tid med randomiserad algoritm.
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Kontroll av matrismultiplikation

Lat A, B, C vara givna n X n-matriser.

Definition. L4t S C {1,2,...,n} och |8t D vara en n x n-matris.
Definiera X s(D) som den n-vektor man f&r genom att addera de
rader i D som indexeras av S.

Kan ocksé ses som multiplikation med lampligt vald 0/1-vektor vs.
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Kontroll av matrismultiplikation

= = N O
N O O
W = NN O
BN DN

2{274}(M) = [2’072’2] + [172a374] = [3,2,5,6]

V{274} = [0, ].7 0, 1]
[0,1,0,1] - M =[2,0,2,2] +[1,2,3,4] = [3,2,5,6].
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Kontroll av matrismultiplikation

algoritm F(A, B, C)
vilj S C {1,...,n} slumpmassigt (varje element 50% chans)
om (Xs(A))- B =%s(C) sa svara "ja" och annars "nej".

Tidskomplexitet: O(n?).
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Pastaende.
Om A- B = C sa svarar algoritmen alltid "ja".
Om A - B # C s8 svarar algoritmen "nej" med 50% chans.

Om A- B # C s finns minst 2”/2 val av S som far algoritmen att

svara "nej

Notera att man alltid kan lita p& "nej"-svar. "Ja"-svar ddremot ar
osakra.
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Kontroll av matrismultiplikation

Observation.

Lst D=A-B - C.
(Xs(A)-B=Xs5(C) «
(Vs-A)-B:VS-C ~
vs-(A-B)=vs-C &
vs - (A-B-C)=0 &



Kontroll av matrismultiplikation

Observation.
LstD=A-B—-C.

(Xs(A) - B=%s(C) «
(vs-A)-B=vs-C &
vs-(A-B)=vs-C &
vs-(A-B-C)=0 &
vs-(D)=10
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Kontroll av matrismultiplikation

Fall1. A-B=C.

D =0.

vs(D) = 0 for alla val av S.

(Xs(A)) - B=%X5(C) for alla S enl. tidigare observation.

Algoritmen svarar "ja".
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Fall 2. A-B # C.
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Definition.
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Fall 2. A-B # C.
D #0

Definition.

Antag att S C {1,...,n} och att den p:te raden i D inneh&ller
minst ett element som inte dr 0. Lat

S'=SuU{p}omp¢gS och

S'=S—{ptompesS.

Observation: (S§') = S.
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Viktig observation: Yg(D) och Xs/(D) kan inte bada vara 0.
Antag X5(D) =0och pe S. D& & Xs/(D) =0 — [rad p] # 0.

Antag X5(D) =0och p¢ S. D8 & Xs/(D) = 0+ [rad p] # 0.



Kontroll av matrismultiplikation

Slutsats: Varje S har en unik "kompis" S’ och minst en av dessa
ger ett resultat som ar # 0.
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G,

é}




Kontroll av matrismultiplikation

Annorlunda uttryckt: Minst halften av alla val av S gor att

algoritmen svara "nej".

S ar slumpmassigt vald s& chansen att svara "nej" dr minst 50%.
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Sammanfattning.
Om A - B = C sa svarar algoritmen alltid "ja".
Om A - B # C s& svarar algoritmen "nej" med 50% chans.

Algoritmen gér i O(n?) tid.



