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[I. NP-fullstindighet.

1. Inexakta metoder.
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Betrakta ett optimeringsproblem X.

Vi sdger att X kan approximeras inom ¢ > 1 om féljande géller.
Det finns en polynomisk algoritm A som givet en instans / av X
genererar en |6sning S sadan att

OPT(I)

< m(S) < c- OPT().

m(S) ar méattet pd l6sningen. Exempel: antal noder i Nodhdlje och
Oberoende Mangd, antal satisfierarde klausuler i MaxSAT etc.
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Grunder

Definitionen blir ndgot enklare for "vanliga" minimerings- och
maximeringsproblem.

Minimering (ingen I6sning kan vara mindre an OPT(/)):

OPT(I) < m(S) < c- OPT(I).

Maximering (ingen |6sning kan vara storre an OPT(1)):

OPCT(') < m(S) < OPT(!).
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Exempel 1: Nodholje 1



Nodhélje 1

Ett nodhélje i en oriktad graf G = (V, E) &r en delmangd V' C V
sddan att varje bége i E 4r ansluten till minst en nod i V'.



DR
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Nodhélje 1

Problem. Nodhdlje.
Indata. Oriktad graf G = (V, E).
Utdata. Nodhdlje V/ C V med minimal storlek.

Polynomisk algoritm finns (troligen) inte eftersom problemet &r
NP-fullstindigt. (F56.7)

Polynomisk algoritm existerar for trad (F6. 2)

Nodhdlje kan approximeras inom 2.
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Nodhélje 1

algoritm N((V, E))
C:=0,E:=0,A:=0
while E/ # ()
vilj (u, v) godtyckligt i E’
A=AU{(u,v)}
C:=CU{u,v}
tag bort varje bage i E’ som innehéller u och/eller v

returnera C
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Observationer.

Algoritmen returnerar alltid en |8sning.

Algoritmen gér i polynomisk tid.

Approximerar algoritmen optimum inom 27
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Nodhélje 1

L&t C* vara ett optimalt nodhdlje till G.

Inga b3gar i A har gemensamma noder s§ |C| = 2|A|.

Varje nodhélje, exempelvis C*, m3ste inkludera minst en nod frén
varje bage i A.

Eftersom tv& bagar i A aldrig delar n&gra noder giller |A| < |C*|.
2|A] < 2|C*.

|C| = 2|A] <2|C*|.
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Nodhélje 1

Kom ihdg att C* ar en optimal I6sning och C ar en 8sning s&
[l <C].

Slutsats: |C*| < |C| < 2|C*|.
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Exempel 2: Nodholje 2
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Standardmetodik.

Omformulering till "

matematiskt" optimeringsproblem.
Relaxation.

Lo6s relaxerat problem.

S

"Avrunda" 18sning till relaxerat problem.
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Nodholje 2

1. Omformulering.
Lat G = (V, E) vara en instans av Nodhdlje med V = {vq,..., vy}

minvy +---—+ v,
vi+v; >1féralla (vi,v;) € E
vie {0,1},1<i<n

Optimum for detta optimeringsproblem &r storleken p& det minsta
nodhdljet i G.
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Hitta [6sning till denna typ av optimeringsproblem ar (minst) lika
svart som Nodhdlje (dvs. NP-svért).



Nodholje 2

Hitta [6sning till denna typ av optimeringsproblem ar (minst) lika
svart som Nodhdlje (dvs. NP-svért).

Hur forenkla?
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2. Relaxation.

minvy 4+ --- 4+ v,

vi+v; >1féralla (vi,vj) € E

vie{0,1},1<i<n
Y
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3. Lésning.

Alla villkor &r nu linjdra. Instansen kan |6sas i polynomisk tid med
(exempelvis) Karmarkars algoritm.

Varning: Simplexalgoritmen ar inte polynomisk.
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Nodholje 2

4. Avrundning.

Antag att (v{,..., V) ar en optimal Isning till det relaxerade
problemet.

Kom ihdg att 0 < v/ < 1 galler.

Satt v =1 om v/ > % och 1t v/ = 0 annars.
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n

vaﬁi2v{:2iv{§2-OPT
i=1 i=1

i=1

Notera férst att .7 ; v/ ar det optimala vardet pa det relaxerade
problemet.

Forsta olikheten géller darfor att en variabel maximalt kan bli
dubbelt s& stor av avrundningen.

Sista olikheten giller pd grund av relaxation: Vi har fler tinkbara
punkter med villkoret 0 < v; <1 4n med v; € {0,1}. Eftersom vi
har ett minimeringsproblem s3 kan optimum bli lagre i det
relaxerade problemet 4n i det ursprungliga problemet.
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Nodholje 2

Vi har visat att algoritmen approximerar Nodhdlje inom 2.
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Minimering vs. maximering.

Vi vet att Nodhdlje kan approximeras inom 2.

Vi vet att om G = (V, E) har ett nodhdlje av storlek k s&
innehaller G en oberoende méngd av storlek |V/| — k.

Ger detta att vi kan approximera Oberoende Mangd p4 ett bra satt?

Nej. Oberoende Mingd kan inte approximeras inom | V|1 =€ for
ndgot € > 0 sdvida inte P = NP.
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Exempel 3:
Handelsresandeproblemet



Handelsresandeproblemet




Handelsresandeproblemet

Problem. Handelsresandeproblemet (HRP)
Indata. En n x n symmetrisk avstdndsmatris.

Utdata. En handelsresandevdg av minimal langd.



Handelsresandeproblemet

Triangelolikhet: dist(A — B) < dist(A — C — B).



Handelsresandeproblemet

Triangelolikhet: dist(A — B) < dist(A — C — B).

AHRP 3r HRP begrinsat till avstdndsmatriser som uppfyller
A-olikheten.



Handelsresandeproblemet

Notera att vi kan betrakta avst&ndsmatrisen som en graf med
viktade bagar.




Handelsresandeproblemet

algoritm H(G) dar G = (V,E, w)

Hitta ett minsta uppspannande trad T till G.

Lista noderna i T i preorder utgdende fran en godtycklig nod v.
Lagg till v sist i listan.

Returnera listan.
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Handelsresandeproblemet

T &r det uppspannande tradet.

So: upprakning av noder som "foljer det uppspannande tradet".
Varje bage passeras tvd ganger.

(*) Notera att w(Sg) = 2w(T).

S: "filtrera" Sp genom att bara ta med forsta forekomsten av varje
nod i So (utom startnoden).

(**) Notera att w(S) < w(Sp) pga. A-olikheten.

Notera att S ar svaret frén algoritmen.
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Handelsresandeproblemet

w(S) <™ w(Se) =* 2w(T) < 2- OPT

Varfor giller w(T) < OPT?

Vad f&r man om man tar bort en bége ur en handelsresandevig?
Ett uppspannande trad.

Alltsé dr w(T) < OPT eftersom T &r ett minsta uppspannande
trad.

Slutsats: Algoritmen approximerar AHRP inom 2.



Handelsresandeproblemet

Standardmetodik.

Omformulering till "matematiskt" optimeringsproblem.
Relaxation.

Los relaxerat problem.

S

"Avrunda" 18sning till relaxerat problem.



Handelsresandeproblemet

algoritm H(G) dar G = (V,E, w)

Hitta ett minsta uppspannande trad T till G.

Lista noderna i T i preorder utgdende fran en godtycklig nod v.
Lagg till v sist i listan.

Returnera listan.



