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Uppgift 1. (8p)
Ett linjért ekvationssystem ar homogent om varje ekvation har en nolla i
hogerledet. Ett exempel ar

20 + 3y — 3z =0
y + oz 0
r — 4y — z =0

Man kan notera att varje sadant system ar losbart eftersom noll-16sningen
ar en giltig 16sning. Konstruera en polynomisk algoritm som testar om ett
linjart homogent ekvationssystem har en heltalslosning skild fran
noll-16sningen. Antag for enkelhets skull att alla koefficienter ar heltal.

Uppgift 2. (8p)

Antag att vi har en méngd S av n intervall [a;, b;] pa tallinjen. Tva intervall
ar disjunkta om de inte har nagon gemensam punkt. Konstruera en
algoritm som i O(nlogn) tid berdknar det maximala antalet disjunkta
intervall i S. Antag for enkelhets skull att intervallens start- och
slutpunkter alltid &r positiva heltal. Aritmetiska operationer mellan heltal
far antas ga att berdkna i O(1) tid.

Uppgift 3. (8p)
En oriktad graf G = (V| F) &r 3-fargningsbar om och endast om det
existerar en funktion f:V — {0, 1,2} med foljande egenskap

om {v,w} € E sa giller f(v) # f(w).

Konstruera en randomiserad algoritm som tar en oriktad graf G = (V, E)
och i polynomisk tid konstruerar en graf G’ = (V, E') med foljande tre
egenskaper.

1. FFCFE,
2. det forvintade antalet bagar i £’ 4r lika med eller storre &n 2|E|/3 och

3. G’ &ar 3-fargningsbar.



Uppgift 4. (8p)

En hamiltonvig i en graf ar en vig som besdker varje nod exakt en gang.
Konstruera en polynomisk algoritm som avgor om riktade acykliska grafer
innehaller hamiltonvégar.

Uppgift 5. (8p)

Lat F vara en godtycklig satisfierbar 3SAT-formel. Lat V' vara mangden
variabler som F' innehaller. Man séger att f:V — {0,1} &r en
komplementdr modell om f &r en satisfierande tilldelning och den
"motsatta” tilldelningen f’'(z) =1 — f(x) ocksa &r satisfierande.

Antag att det finns en algoritm A som testar satisfierbarhet for
3SAT-formler i O(c") tid dir n &r antalet variabler och ¢ > 1 nagon
konstant. Konstruera en algoritm som gor foljande:

e Om F' saknar komplementir modell sa svarar algoritmen "nej”.

e Om F har en komplementir modell sa returnerar algoritmen en
komplementar modell f.

Algoritmen ska ga i O(c" - p(n)) tid dér n &r antalet variabler i den givna
formeln och p &r ett fixt polynom. Algoritmen A far naturligtvis anvindas
som en subrutin i I6sningen.



Losningsforslag




Uppgift 1.
Lat Az = 0 vara ett godtyckligt homogent och linjart ekvationssystem dar
x = (x1,...,7,). Betrakta foljande algoritm.

Los foljande 2n linjarprogram

max maxrs ... max,
Ar=0 Ax=0 ... Ax=0
min x; minx, ... minz,
Ar =0 Az=0 ... Az=0

Om alla optimum &r lika med 0 sa svara "nej" och annars svara "ja".

Denna algoritm ar polynomisk eftersom linjarprogrammen kan 16sas i
polynomisk tid om man exempelvis anviander Karmarkars algoritm.

Om samtliga linjarprogram har optimalt virde 0 sa kan vi omedelbart dra
slutsatsen att systemet Az = 0 endast har noll-16sningen. Dérmed &ar
algoritmens svar korrekt da den svarar "nej". Antag istillet att nagot av
programmen har ett optimalt virde som inte &r 0. Detta innebér att
programmet har l6sningen (aq, ..., a,) dir minst ett a; &r nollskilt. Notera
att om (ay,...,a,) ar en 16sning till Az = 0sa ar (d-ay,...,d-a,) ocksa en
16sning for godtyckligt d. Eftersom koeffecienterna i A dr heltal sa
innehaller en optimal 16sning endast rationella tal, dvs.

(a1,...,a,) = (%, o lc’—:) dar b;, ¢; ar heltal och alla ¢; ar nollskilda. Detta
betyder att (a; - C, ..., a, - C) ér en nollskild heltalsvektor om
C =cy-...-cp. Det foljer att algoritmens svar &r korrekt da den svarar "ja".

Uppgift 2.
Antag att intervallen Iy, ..., I, &r sorterade sa att by < by < ... < b, och
betrakta algoritmen
A=
for j=1ton
if I; ar disjunkt med alla intervall i A then A = AU {I;}

return |A|

Att sortera intervallen tar O(nlogn) tid och algoritmen kan implementeras
sa att den gar i O(n) tid: Kom hela tiden ihag vilket intervall I, = [a,, b,]
som senast lades till i A, och testet i varv j blir d& helt enkelt om a; > b,.



Vi visar korrekthet genom ett motsigelsebevis. Antag att algoritmen inte
ar korrekt. Lat Iy,..., I, vara en méingd intervall dir algoritmen misslyckas
med att producera en optimal 16sning. Lat I;,, ..., [;, vara den losning som
algoritmen ger. Vi antar att dessa intervall dr sorterade sa att

bi, <by, <...<b;. Lat I;,...,I; vara en optimal 16sning med m > k.
Bland alla optimala 16sningar valjer vi I;,...,[;  sa att

Ly =1;,1;, =1,,...,1I;, =1I; och r ar sa stort som mojligt. Vi jamfor de
tva l6sningarna.
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Notera att b; ., < b; ., pa grund av det giriga valet i algoritmen: [; &r det
intervall med minst b;, som kan kombineras med intervallen I; , ..., [

Tp_1*
Detta innebér att den optimala 16sningen kan byggas om pa foljande sétt:

Intervallet I; . kan tas bort och ersittas med I;

Ir+1 r+1°

oL | L, L,
1, 1, I; I

r+1 Jr+2

Den nya l6sningen &ar fortfarande optimal men den motsédger valet av r. Vi
har ddrmed visat att algoritmens 16sning &r optimal.

Uppgift 3.

Antag att grafen G = (V, E') innehaller noderna vy, ..., v,. Tilldela varje
nod nagot av talen 0, 1,2 med lika sannolikhet.! Lat E’ innehalla bagen
{v,w} € E om och endast om v och w tilldelats olika firger. Denna
algoritm gar i polynomisk tid.

Vi ser att (V) E’) uppenbarligen ar 3-fargningsbar och att £ C E. Vi
uppskattar nu storleken pa E’. Antag att badgarna i F r eq,...,e,,. Lat
den stokastiska variabeln X; vara 1 om bagen e; finns i E’, och lat variabeln
vara 0 annars. Da &ar det forvintade antalet bagar lika med

E(Xi+...+X,,) = /linearitet/ = E(Xy) + ...+ E(X,,).

Sannolikheten for att en bage &r med i £’ &r 6/9 = 2/3 eftersom en bagens
noder kan firgas pa totalt nio sitt och sex av dessa &r en giltig fargning.

'Hur gér man detta om man bara har tillgang till sSlumpbitar?



Eftersom X; dr en 0/1-variabel sa géller E(X;) = 2/3. Dérav foljer att
2/3 - |E| bagar forvintas finnas i F'.

Uppgift 4.

algoritm A(G)

Sortera grafen topologiskt med resultatet v; — vy — ... — v,.
Kontrollera att det finns en bage fran v; till v;;; foralla1 <7< n—1

Om sa ar fallet svara "ja" och annars "nej".

Algoritmen kan enkelt implementeras med kinda algoritmer sa att den gar i
polynomisk tid.

Antag att algoritmen svarar "ja". Da dr v; - v — ... — v, en
hamiltonvig i G.

Antag att GG innehaller en hamiltonvig H. Da finns bara ett sétt att
topologiskt sortera G. Antag (med sikte pa en motséigelse) att det finns tva
olika topologiska sorteringar 77,75 av GG. Da finns tva noder u, v sadana att
w ar fore v i 17 men v &r fore u i Ty. Om u &ar fére v i H sa finns en vig fran
w till v i G och det motsiger existensen av T;. Om v ar fore v i H sa finns
en vig fran v till u i G och det motséiger existensen av T7. Alltsa kan G
bara topologiskt sorteras pa ett sitt 1. Vidare sa "foljer" hamiltonvigen
nodernas ordning i 7' via samma resonemang. Detta medfor att algoritmen
svarar "ja".

Uppgift 5.

Antag att F'=Cy A ... A C,,. Bilda formeln F’ genom att vinda
polariteten pa literalerna i klausulerna. Exempel: Om
F=@V-yV2)A(~zVzVw)sdar F'=(-zVyV-2)A(xV-ozV-ow).
Notera att formeln G = F' A F’ ar satisfierbar om och endast om F' har en
komplementir modell. Vidare giller att varje modell till G &r en
komplementar modell till F'. Vi kan enkelt kontrollera om G ar satisfierbar
med algoritmen A. Om sa inte ar fallet sa vet vi att F' saknar
komplementira modeller. Antag istillet att G ar satisfierbar—da maste vi
hitta en modell till G. Detta kan man gdra med foljande algoritm.

algoritm B(G) dir G &r satisfierbar och innehaller variablerna xq, ..., z,.
fori=1ton
if A(GA (z;)) ="ja" then G = G A (z;) else G = G A (—x;)



returnera de n sista klausulerna i G (och notera att de beskriver en modell)

Vi gor totalt n 4+ 1 anrop till algoritmen A och varje formel som A
appliceras pa innehaller n variabler. Hela proceduren tar salunda
O(c" - p(n)) tid for ett fixt polynom.



