Kapitel 6

Rekursion, induktion och ordning

Om du hittar ett fel i ndgon av uppfiterna eller i 16sningsforslagen, skicka ett mejl till mikael.asplund@liu.se.

6.1. Vi visar detta med hjilp av induktion. Lat P(n) vara pastaendet att 2™ < n!. Vi ska visa att P(n)
for sant for alla n > 3.

e Bassteget: Forst visar vi att P(n) &r sant for n = 4. DA giller att 2* =16<24=1-2-3-4 = 4!

e Induktionssteget: Anta att P(k) dr sant for nagot k > 3. Vi ska nu visa att da géller ocksa att
P(k+1) #r sant. Vi anviinder oss av induktionsantagandet att 2% < k!:

2ftl =99k c okl < (k+1) k! = (k+1)!
Av de bada stegen och induktionsprincipen giller P(n) for alla heltal n > 3.

6.2. Vi visar detta med hjilp av induktion. Lat P(n) vara pastaendet att n? < 2". Vi ska visa att P(n)
ar sant for alla n > 4.

o Bassteget: Forst visar vi att P(n) #r sant for n = 5. DA giiller att n? =5-5=25<32=2°

e Induktionssteget: Anta att P(k) dr sant for nagot k > 4. Vi ska nu visa att da géller ocksa att
P(k+1) #r sant. Vi anvinder oss av att k > 4 samt induktionsantagandet att k2 < 2*:

(k+1)2 =k +2k+1<k®+2k+k=k>+3k <k>+ K-k = 2k> < 2.2k = 2k*1
Av de bada stegen och induktionsprincipen giller P(n) for alla heltal n > 4.

6.3. Vi visar detta med hjilp av induktion. Lat P(n) vara pastaendet att n kan skrivas n = 2a + 5b dér
a,beN

e Bassteget: Forst visar vi att P(n) dr sant for n = 2,4,5,6:

2=2-1+5-0
4=2-2+5-0
5=2-0+5-1
6=2-3+5-0

o Induktionssteget: Anta att P(k) dr sant for nagot k > 6. Vi ska nu visa att da giller ocksa att
P(k+1) ar sant. Vi borjar med att skriva om k + 1 enligt induktionsantagandet dér a och b &r
icke-negativa heltal.

k+1=2a+5b+1 (6.1)

Det finns tva fall. Antingen &r b = 0 eller sa ar b > 0. Vi borjar med att anta b = 0, vilket maste
innebéra att a > 3. Alltsa kan vi skriva

k+1=2a+5b+1=2a+1=2(a-2)+4+1=2(a-2)+5 (6.2)
dir (a—-2)>1. Om b > 0 giller:
k+1=2a+5b+1=2a+5(b-1)+5+1=2a+5(b-1)+6=2(3+a)+5(b-1) (6.3)

diir (b—1) > 0.



I bada fallen kunde k + 1 skrivas pa formen k + 1 = 2a + 5b dér a,b € N. Av de bada stegen och
induktionsprincipen giller P(n) for alla n € Z* dir n# 1,3

6.4. Forst raknar vi ut de forsta talen i serien

e ay=0

e a1 =1

e ao=ap+a;=0+1=1
e az=as+a;=1+1=2
e as=az3+ax=1+2=3
e as=ag4+az3=2+3=5
e ag=a5+ag=3+5=8

e ar=ag+a5=5+8=13

Vilket kanske kénns igen som Fibonacci-sekvensen.

Vi visar pastaendet med induktion. Det gar att anvéinda starka induktionsprincipen, men det gar
dven med den vanliga formen vilket vi gor hir. Lat P(n) vara pastaendet att a,, < (7/4)™ for
m=n-1och m=n.

e Bassteget: Vi visar forst att P(1) och P(2) géller:
—ap=0<1=(7/4)°
—a;=1<7/4=(7/4)
— a9 =1<49/16 = (7/4)?

e Induktionssteget: Anta att P(k) giller for nagot k > 2, dvs att ay < (7/4)% och att ag_1 <
(7/4)F1. Vi ska da visa att dven P(k+1) ér sant, vilket reducerar till visa att ap,; < (7/4)%*L.
Eftersom k > 2 kan vi skriva apy; som en summa av dess tva foregangare, och anvénda
induktionsantagandet:

ags1 = ap, + ag—y < (7/4)F + (7)) = (7/4)F + (7/4)*(4)7) =
= (L+4/T)(7/4)" = (11/7)(7/4)* =
= (44/28)(49/28)% < (49/28)(49/28)" = (7/4)k*!
De tva stegen tillsammans med induktionsprincipen ger att a,, < (7/4)™ for alla n > 0.

6.5. Vi konstaterat forst att £ innehaller alla jimna tal: E ={0,2,4,...}. Lat f(n) = 2n. Vi visar att f
ar en bijektion, genom att visa att f &r injektiv och surjektiv:

e Injektiv: om n # m sa giller f(n) =2n #2m = f(m).

e Surjektiv: Lat n vara godtyckligt tal i E. Vi vet av definitionen av E att det da finns ett tal
m=n/2eN. Men f(m)=2m =2(n/2) =n. Alltsa &r f surjektiv.

6.6. Det finns inget 16sningsforslag for denna uppgift.
6.7. Lat A={A,B,C,D,E,F}.
(a) Exempel pa en partialordning dr det reflexiva och transitiva holjet av
{(A7 B)7 (A7 C)? (B’ D)7 (O’ E)7 (D’ F)7 (E7 F)}'

Det blir alltsa, {(A, A), (4, B), (A4,C), (A, D), (A, E), (A, F), (B, B),(B,D),(B, F),
(C.C),(C.E),(C.F),(D,D),(D,F),(E,E),(E,F),(F,I)}
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(c) Ja, detta giller for alla partialordningar, ty om R ir reflexiv #r d#ven R™! reflexiv (trivialt),
om R &r transitiv sa dr dven dess invers transitiv (god 6vning att visa detta), och om R &r
anti-symmetrisk sa dr dess invers ocksa det.

(d) Eftersom R ir transitiv och reflexiv s giller att R? = R, alltsa ir R? en partialordning.

(e) Ja, vi kan till exempel ta bort (E, F') fran R och fortfarande ha en partialordning. I allmédnhet
gar det att hitta en sadan relation S sa linge R # ids

(f) Ja, vi kan till exempel ldgga till (C, D) och fortfarande ha en partialordning. I allménhet gar
det att hitta en sadan relation T sa ldnge inte R &r en totalordning.

6.8. Vi visar med induktion. Lat P(n) vara pastaendet att R™ dr symmetrisk om R dr symmetrisk.

e Bassteget: Vi visar att P(0) giller, dvs att R dr symmetrisk. Av definitionen foljer att R° =
id 4 vilken &r symmetrisk eftersom id4 = {(a,a) | a € A}.

e Induktionssteget: Anta P(k) for ndgot k > 0. Vi ska da visa att P(k + 1) giller, dvs att RF*!
ar symmetrisk. Om R**! = & giiller P(k + 1) trivialt, sa vi antar att det finns minst ett par i
denna relation. Betrakta da godtyckligt par (a,c) € R¥*! = Ro R*. Da giller att det finns ett
element b € A sadant att (a,b) € RF och (b,c) € R. Av induktionsantagandet vet vi att dven
(b,a) € R* premissen ger att R #r symmetrisk sa (c,b) € R. Eftersom (b,a) € R¥ och (¢,b) € R
giller att (c,a) € Ro RF = R¥*1. Vi utgick ifran ett godtyckligt par (a,c) € R**! och kunde
finna (c,a) € R¥*1, alltsa giller detta for alla par i relationen, vilken saledes #r symmetrisk.

Av bassteget, induktionssteget och induktionsprincipen foljer P(n) for alla n > 0, s& R™ &r sym-
metrisk for alla n >0 om R &r symmetrisk.



