Kapitel 2

Deduktion

Om du hittar ett fel i ndgon av uppfiterna eller i 16sningsforslagen, skicka ett mejl till mikael.asplund@liu.se.

2.1. (a) Bevis for att (p = q),p = ¢:

1) p (Premiss)

(2) (p—q) (Promiss)

(3) -pvgq  (2) och Implikationslagen

(4)  =(-p) (1) och dubbel negation

(5) q (3), (4) och disjunktiv syllogism
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or beviset i tva steg. Forst p <> g = (pAq) v (=p A —q):
peq (Premiss)
(p=a)r(qg—p) (1) och Ekvivalenslagen
(-pvaq)A(q—>p) (2) och Implikationslagen
(=pVv q) A (=qVp) (3) och Implikationslagen
(=pA(=qVvp))Vv(ga(-gVvp)) (4) och Distributiva lagen
((=pA=q)Vv(-pAp))Vv(ga(-gVvp)) (5)och Distributiva lagen
((=pA=q)v0))v(gn(-gVp)) (6) och Inversa lagen
(=pA=q) Vv (gA (=g VD)) (7) och Identitetslagen

(=pA=q) Vv (gr-q) Vv (gArp) (8)

) (-pA=q)VvOvV(gnrp) (9) och Inversa lagen

) (=pA-q)V(gnp) (10) och Identitetslagen

(12)  (gAp) v (=pA-q) (11) och Associativitet

Av steg (1)-(12) framgar att p < g = (pAq) vV (=p A =q).

och Distributiva lagen
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Det andra héllet kan géras helt omvéint (det &r till och med sa att eftersom vi enbart anvant
ekvivalenssamband sa hade vi kunnat anvénda ekvivalenstecken hela véigen och dérigenom ha
visat pastaendet. Men for 6vnings skull sa gor vi hirledningen med deduktion at andra hallet
ocksa pa det som kénns naturligt: (pAg) vV (=pA-q) =p<q

(1) (pAq) Vv (=pAr=q) Premiss

(2) (-pv(prg))r(-gVv(prq)) (1) och Distributiva lagen
(3)  (=pvp)A(-pvg)Aa(-gVv(pArg)) (2) och Distributiva lagen
4) 1a(-pvag)r(-qv(prqg)) (3) och Inversa lagen

(5)  (-pvg)r(-gv(prq)) (4) och Identitetslagen
(6) (p=a)r(=qVv(prq)) (5) och Implikationslagen
(M (=) Ar(~gvp)Ar(-qVq) (6) och Distributiva lagen
8) (=a)r(-gvp)al (7) och Distributiva lagen
9 (-9 Ar(-qvp) (8) och Identitetslagen
(10) (p—>a)Ar(g—~>p) (9) och Implikationslagen

(11) (p<q) (10) och Ekvivalenslagen

Av steg (1)-(11) foljer att (pAq) v (=pA-q) = p < ¢, vilket tillsammans med del 1 av beviset
ger att p o g< (pArg) Vv (=pA-q). VSV



2.2

(a) ((p=>q)A-q) = -p:

(1) (p—q)A-qg Premiss
(2) p—q (1) och konjunktiv forenkling
(3) -q (1) och konjunktiv forenkling
(4) »p Hyptotes
(5) q (2), (4) och Modus ponens
(6) gnA-q (5), (3) och Konjunktionsregeln
(7 0 (6) och Inversa lagen
(8) -p Foljer av steg (4)-(7) och Motsiigelseregeln
Steg (1) - (8) ger att ((p > ¢) A =g) = -p
(b) pA-p=¢:
(1) pA-p Premiss
(2) -q Hyptotes
3 0 Foljer av (1) och Inversa lagen
(4) q Foljer av steg (2)-(3) och Motsiigelseregeln

Steg (1)-(4) ger att p A -p = ¢q. VSV.

(¢) (~gvr)= (p< p), for att gora denna deduktion behévs egentligen inte premissen, utan vi
borjar direkt med hypotesen :

(1) -(p<p) Hyptotes

(2) =((p=p)A(p—=p)) (1) och ekvivalenslagen

3) =-(p-p) (2) och Idempotens

(4) -(-pvp) (3) och Implikationslagen Av steg (1)-(7)
(5) -1 (4) och Inversa lagen

6) 0 (5) och axiom i satslogiken

(7) pop Foljer av steg (1)-(6) och Motséigelseregeln
foljer att (g vr) = (p < p).

(d) ((prg)~g)= (pVvp),

(1) ((pAg)Anq) Premiss
(2) (pnrq) (1) och Konjuktiv forenkling
(3) D (1) och Konjuktiv foérenkling

(4) -(pvp) Hypotes

(5) —-pA-p (4) och De Morgans lag

6) -p (5) och Konjunktiv forenkling

(7) pA-p (3),(6) och Konjunktionsregeln

(8) 0 (7) och Inversa lagen

(9) pVp (4)-(8) och Motségelseregeln

Av steg (1) - (9) f6lje att ((pAg) Aq) = (pVvp). VSV. Obs att vi i detta fall hade kunnat ga
enklare fram med disjunktiv férstirkning, men vi anvinder motsigelseregeln for att trana pa
att anvidnda den.

(e) (=p < r) = (p - p). Pa samma siitt som i b-uppgiften sa #r premissen onddig eftersom
slutatsen &ar en tautologi. Vi visar detta:

(1) ~(p—p) Hypotes

(2) =(-pvp) (1) och Implikationslagen

(3) -1 (2) och Inversa lagen

4) 0 (3) och axiom i satslogiken
(5) p—>Dp (1)-(4) och Motsigelseregeln

Av steg (1)-(5) framgar att (-p < r) = (p - p) VSV.
() (¢ 9) = ~q) = -¢:

(1) (¢ = q) > -~q Premiss
(2) --q Hypotes
3) -(¢g—-9 (1), (2) och Modus tollens
(4) =(-gqvq) (3) och Implikationslagen
(5) -1 (4) och Inversa lagen
6) 0 (5) och axiom i satslogiken
(7) -q (2)-(6) och Motsigelseregeln

Av steg (1)-(7) framgar att ((¢ = q) = ~q) = -¢q, VSV.



2.3.

2.4.

2.5.

(a) Vi gor tva formaliseringar av detta. En enkel och en komplicerad:

e Enkel, 1at FH(z) vara predikatet som séiger att ett objekt har fyra hjul och B(x) vara
ett predikat som séger att x dr en bil: Va[B(x) - FH(z)].

e Komplicerat. Lat H(xz,y) vara ett predikat som siiger att y &dr ett hjul pa fordonet x:
Va[B(z) — Jy1,y2,y3, va[H(x,y1) A H(z,y2) A H(z,ys) A H(z,ya) A (y1 # y2) A (y1 #
y3) A (y1 #ya) A (y2 #y3) A (Y2 # ya) A (Y3 # ya)]]

(b) Lat F(z,y) vara ett predikat som siiger att x &r fordlder till y: Va[-F(z,z)]
(c) Lat B(z) vara ett prediktat som séger att x dr en boll och S(z) vara predikat som séiger att
x &r svart:

Va[B(x) - S(x)] v -3x[B(z) A S(z)]

Vi borjar med att uttrycka egenskapen att inte D och E kan vara 1 samtidigt, dvs att minst en av

dem &r 0O:
-Dv-F

Vidare kan vi uttrycka D och E med hjilp av A, B,C:
D=AAC samt E=Bna-C
Pastaendet som ska visas dr altsa att (A A C) v (B A -C) ér en tautologi:

].:>—|(A/\C)V—|(B/\—|C)

(1) 1 Premiss

(2) -CvC (1) och Inversa lagen

3) -Av-Cv-BvC(C (2) och Disjunktiv forstérkning
(4) -(AnC)v-BvC (3) och De Morgan

(5) =(AAC)v=(BA-C) (4) och De Morgan

(a) Lat dominen fér x och y vara de naturliga talen. For alla « finns da ett tal y = 0 sadan att
TH+y=zx

(b) Lat doménen for x och y vara de icke-negativa talen [0, co), for alla x finns da ett tal y = \/Zx)
sadan att y? = .

(¢) Eftersom x och y ska vara lika for alla x och y, kan det finnas som mest ett element i doméinen.
Till exempel kan doméinen besta enbart av talet 1.

(d) Hér kan vi lata x och y ha olika doméner. Lat x ha doménen av alla negativa heltal, och y ha
doménen av alla positiva heltal (i bada fallen utesluter vi talet 0).

(e) Notera ordningen pa kvantifierarna. Det finns ett x sadant att for alla y sa #r 22 = y. Eftersom

det enast dr ett virde av x sa maste doménen for y ater vara av storleken 1. Vi kan lata
doménen for y vara talet 1 och doménen for x vara de naturliga talen.



