TEN?2, Diskreta strukturer, 2026-01-05
Losningstorslag

Om du hittar ett fel i ndgon av uppgifterna eller i 16sningsforslagen, skicka ett mejl till szilvia.varro-
gyapay@liu.se.



1. I en korsning finns ett 6vergangstélle och ett trafikljus for fotgédngare. Trafikljuset har tva till-
stdnd: det dr antingen gront eller rott. Vi antar att trafikljuset alltid fungerar. Fotgéngare korsar
gatan vid overgdngstillet endast ndr ljuset dr gront.

Lat g, r och k vara satsvariabler enligt foljande villkor:

* Satsvariabeln g dr sann om trafikljuset dr gront och falsk om trafikljuset inte dr gront.
¢ Satsvariabeln r dr sann om trafikljuset &r r6tt och falsk om trafikljuset inte &r rott.

* Satsvariabeln k dr sann om det dr tillatet att korsa gatan och falsk om det inte &r tillatet att
korsa gatan.

R1 Skapa en satslogisk formel (en regel for trafikljuset) som uttrycker att trafikljuset dr an-
tingen gront eller rott (trafikljuset kan inte vara bade gront och rott samtidigt).

R2 Skapa en satslogisk formel (en regel for fotgdngare) enligt ovanstaende beskrivning. Anvand
endast satsvariablerna g och k.

(a) Skapa en gemensam sanningstabell for de tva satslogiska formlerna (R1 och R2).

(b) Anvand satslogisk deduktion (med hjélp av reglerna i formelbladet) for att bevisa att en-
ligt de tva reglerna géller: om det inte &r tillatet att korsa gatan, da &r trafikljuset rott.
Det vill sdga att R1, R2 och -k &r tre premisser, och att  kan deduceras fran dem.

Losningsforslag:

Rl (ga-r)v(-gAr)=gXORr=ge&r

R2 k < g (andra satslogiska formler som uppfyller kravet att formeln dr sann nér &k och g
bada &r sanna, och falsk nér k dr sann men g ar falsk, accepterades ocksd).

g|r| k| gXORr | kg
1/1]1 0 1
1110 0 0
1/0]|1 1 1
@|1]0]|0 1 0
0111 1 0
011]0 1 1
0101 0 0
0(0]0 0 1

(b) Satslogisk deduktion for (g A —1) v (mg AT), k< g, -k ET.
(OBS! I tidigare har symbolen = anvénts for logisk konsekvens i stéllet for &.)

1) (k<g) Premiss

2 ((k=g)r(g—k)) (1) och Ekvivalenslagen

B (g—Fk) (2) och Konjunktiv férenkling
4  (=k) Premiss

G -9 (3), (4) och Modus tollens

6)  ((gr-r)v(=gAr)) Premiss

) (mgA((gn-T)V(~gAT))) (5), (6) och Konjunktionsregeln

8) (~ga(gan-r))v(-=gAa(-gAar)) (7)och Distributivitet
9  (((~grg)n=-r)v(=gnr(=gnrr)) (8)och Associativitet

(10) ((OA=r)v(=gA(=gAT)) (9) och Inversa lagen

(11) (0)v(=gA(-gAarT)) (10) och Dominans

(12) (~gAn(-gAar)) (11) och Identitetslagen

(13)  ((mgA-g)Ar) (12) och Associativitet

(14)  (-~gAT) (13) och Idempotens

15 (r) (14) och Konjunktiv forenkling

Av steg (1)-(15) foljer att (g A —r) v (=g AT),k < g,-k Er. VSV.



2. Lat A, B, och C vara tre godtyckliga ICKE-TOMMA mingder och lat If vara ett universum
sadant att A, B,C' c U.
For del (c), (d) och (e), avgor om péstdendena alltid, aldrig, eller ibland stimmer (for vissa
maéangder). Glom inte att motivera ditt svar (dvs. ge ett bevis om svaret dr alltid eller aldrig, och
ge tva exempel om svaret dr ibland: ett for fallet ndr pastdendet dr sant och ett for fallet nir
pastdendet ar falskt).
Du far anvdnda Venndiagram, medlemskapstabell, reglerna frén formelblad B, eller en kombi-
nation av dessa.

(a) Skapa en formel for det skuggade omradet i Venndiagrammet nedan genom att anvanda
A, B och C samt mangdoperationer (union, snitt, differens, komplement). Formlerna behéver
inte vara enkla.

u

Figur 1: Enter Caption

(b) Forenkla uttrycket genom att anvédnda reglerna i formelblad B. Resultatet bor innehdlla
HOGST en médngdoperation.
(AuB)n(AuB)n(AuB)n(AuB) ="

() An(BuC)=0

(d) 24\ 28 c24vB

(e) |IBNA|+|AnB|<|AuB]

Losningsforslag:

(a) En mojliga formel dr (((AuC)NB)~N (AnC))u(AnBnC(C)

(b) (AuB)n(AuB)n(AuB)n(AuB) = /Distributiva lagen, fran hoger till vénster/ =
((AnA)uB)n(AuB)n(AuB) = /Distributiva lagen, fran hoger till vanster/ =
=((AnA)uB)n((AnA)uB)= /2xInversalagen/ =
=(@uB)n(@uB)= /2xIdentitetslagen/ =
=Bn B = /Inversalagen/ =
=J

(c) Det géller ibland.

Antaatt A= {1},B=C={2}.Sddr BuC = {2} och darfor VL= {1} n{2} = @ vilket innebar

att VL = HL.
Diaremot, om A = B = C = {1},sd & Bu C = {1} och darfor VL= {1} n {1} = {1} vilket
innebar att VL= HL.

(d) Det géller alltid.
(I) Om VL &r lika med tomma méangden blir pastdendet sant eftersom tomma méngden &r
en delméngd till alla méngder.
(I) Om VL har nagot element, visar vi att alla element i VL &dr ocksé element till HL som
ar definition for att VL dr en delméangd till HL.
Eftersom VL &r en differens av tva potensméngder, alla element i VL dr médngder.
Lat M vara en godtyckligt médngd i VL, dvs. M € 24 « 25,
Det innebér att M ar en delmédngd till A men inte en delméangd till B: M ¢ A, M ¢ B.
Om méngd M &r en delmangd till A dr det ocksa en delméingd till Au B eftersom Au B
innehaller alla element som A innehaller. Dvs. M € 24Y5 som &r HL.



(e) Det géller alltid.

Eftersom méngder B \ A och A n B &r disjunkta, summan av antalet element i de tva
mangderna &r lika med antalet element i deras unionen som dr (B\ A)u(AnB) = B. Dvs.
|B N A] + |An B| = |B|. Eftersom A u B innehéller alla element i B, maste antal element i
unionen vara storre eller lika med antal element i B, dvs. |B| < |A u B| vilket innebér att
[BNA|+|AnB|<|AuB].

(5 podng)

3. (a) Latmingden A = {0, 1,2, 3} och relationen R ¢ A x A vara definierad som:

R={(s,9):z-y<1}.
Skriv upp alla par (z,y) som ingdr i relationen R.

(b) Avgor for relationen R om den dr reflexiv, transitiv, symmetrisk, eller antisymmetrisk (fle-
ra egenskaper kan vara sanna samtidigt). Motivera dina svar.

(c) Bestdm det transitiva holjet for relationen R.
(5 poidng)

Losningsforslag.

(a) Lat oss borja med = = 0 och undersoka vilka andra element y € A kan vi para ihop det for
attfa0-y< 1.

0-0<1dvs. (0,0) ingdr i relationen

e 0-1=-1<1dvs.(0,1) ingar i relationen
e 0-2=-1<1dvs.(0,2) ingdr i relationen
® 0-3=-3<1dvs. (0,3) ingdr i relationen.

Om vi betraktar de andra element i A pd samma sétt far vi att d&ven

e f6r 1ingar (1,0),(1,1),(1,2),(1,3) i relationen

e for 2ingar (2,1),(2,2),(2,3) irelationen, och

e for 3 ingar (3,2), (3, 3) i relationen.
Alltsa
R ={(0,0),(0,1),(0,2),(0,3),(1,0),(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,2), (3,3)}

(b) e Enrelation dr reflexivom forallax € A: (a,a) € R.
Eftersom (0,0), (1,1),(2,2),(3,3) tillhor R, dr R reflexiv.

¢ En relation dr symmetrisk om (z,y) € R innebér att (y,z) € R ocksa for alla z,y € A.
Detta géller f6r denna relation inte eftersom till exempel (1,3) € R men (3,1) ¢ R.

¢ En relation dr antisymmetrisk om for alla z,y € A om (x,y) € RA (y,z) € R, dd maste
vara x = y. Eftersom t.ex. bade (0, 1) och (1,0) tillhor relationen men 0 # 1 4r relationen
inte antisymmetrisk.

e En relation dr transitiv om f6r alla (x,y), (v, ) € R géller att (z, z) € R. Eftersom bade
(3,2) och (2,1) tillhor relationen men (3,1) tillhor inte relationen dr relationen inte
transitiv.

(c) Vikan berédkna transitiva holjet for relationen med den iterativa metoden. (Det finns andra
metoder som fungerar.)
° SO =R=
£(0,0),(0,1),(0,2), (0,3), (1,0), (1,1, (1,2), (1,3), (2,1), (2.2), (2,3), (3,2), (3,3)}



4.

* Varje rad visar de paren som man far nér ett par (z,y) tas fran R och kombineras
med ett par (y,z) fran R. Om vi véljer (0,0) som («,y) (dvs. z = 0,y = 0) och sen
véljer de paren (y,z) som borjar med y = 0: (0,0),(0,1),(0,2),(0,3) far vi raden
(0,0),(0,1),(0,2), (0,3) nedanfor. Vi far andra raderna pa samma sétt.

Sl = (ROSO)USO =
{(0,0),(0,1),(0,2), (0,3),
(0,0),(0,1),(0,2), (0,3),
(0,1),(0,2),(0,3),
(0,2),(0,3),

(1,0),(1,1),(1,2),(1,3),
(1,0),(1,1),(1,2),(1,3),
(1,1),(1,2),(1,3),

(1,2),(1,3),

(2,0),(2,1),(2,2),(2,3),

(2,1),(2,2),(2,3),

(2,2),(2,3),

(3,1),(3,2),(3,3),

(372)’ (3a3)a } uSp =

{(0,0),(0,1),(0,2),(0,3), (1,0), (1,1), (1,2), (1,3),(2,0),(2,1),(2,2), (2,3), (3, 1), (3,2), (3,3)}
Observera att S; innehaller alla element av A x A utan paret (3,0).

Vi far nésta iteration genom att applicera R till S; och ta deras union med 5. Nér vi
applicerar R till S; matchar vi (3,1) € S; och (1,0) € R och far vi (3,0) vilket innebar

att resultatet for S, dr lika med A x A. Eftersom A x A innehaller alla mojliga par dr det

lika med transitiva holjet: R* = AxA = {(0,0), (0, 1), (0,2),(0,3),(1,0),(1,1),(1,2),(1,3),(2,0),(2,1),(2,2),

(a) Lat oss definiera funktion f som f:R~ {1} > R,
1
f(z) = 1-2
dér R star for de reella talen. Ange virdena f(-1),£(0), £(0,5), £(2) och £(5).
(b) Bestdam om funktionen f &r injektiv, surjektiv, eller bijektiv.

(c) L&t oss definiera en annan funktion g : R\ {1} - R som

1

g(x) = m7

Visa att ¢ inte &r surjektiv.
(d) Arg injektiv?

(e) Andra doménen eller madlméngden eller bada, sé att funktionen g blir bijektiv. (Observera
att g(«) ar fortfarande definieras som ﬁ.)

(5 podng)
Losningsforslag:
(a) f(_l) = 17(171) = %
F(0) =15 =1
f(075) = 1_1’5 =2
72 = 15 = -1
76)= k5 = -3

(b) En funktion &r injektiv om f(z1) = f(x2) sd dr 1 = x2. Lat oss anta att f(x1) = f(z2) for
nagra 1,y € R\ {1}. Detta innebar att ;=— = 1=
Lat oss multiplicera badda sidorna med 1 - z; och 1 — x5 sa vi far

1-29 =1-2;. Det medfor att z; = 2 och ddrmed &r funktionen injektiv.




En funktion dr surjektiv om for alla y i malméngden finns det minst ett element z i
doménen sa att f(x) = y. Lat y vara ett godtyckligt element i malméngden, R och lat
oss anta att det finns x e R ¢ {1} sd att y = ——

Lat oss multiplicera bada sidorna med 1 — z sa vi far

y-(1-z) = 1.Omy = 0 har ekvationen ingen 16sning vilket innebér att det inte finns ndgon
urbild x i doménen for y = 0 i malméangden. Det medfor att funktionen inte &r surjektiv.
Alltsa funktionen dr inte bijektiv.

(c) Lat oss anta att det finns nagot x e R~ {1} sd att 0 = . Eftersom ett brdk kan vara

1
(1-z)2
lika med 0 endast om téljaren ar lika med 0 finns det inte en sddant x sd att g(z) = 0 och
dédrmed &r funktionen inte surjektiv. (Vi kan anvdnda metoden som vi har anvént i del (b)
ocksd och man kan anvidnda det har séttet i del (b) for att visa att funktionen inte kan ta
vardet 0.)

(d) Lat oss anta att g(z1) = g(z2) for ndgra 1, x2 € R\ {1}. Detta innebdr att L

L4t oss multiplicera bdda sidorna med (1 - z1)? och (1 - x2)? s vi far

(1 -122)? = (1 - 1)? vilket medfor att den absolutvirden av 1 1 0ch 1 -z éir lika med

varandra. Om vi véljer z1 = 2,x2 = 0 far vi att g(2) = ﬁ =2 =10chg(0) = = 0)2 =2=1

vilket innebar att funktionen inte &r injektiv.

(e) * Funktion g dr inte injektiv pa grund av att upphdjning till kvadraten gor negativa tal
ocksa positiv. Om vi uteslutar dessa tal = fér som 1 - « blir negativ (eller positiv som
inte diskuteras har) far vi en injektiv funktion.

Olikheten 1 — 2 > 0 &r sann omm 1 > 2. Samtidigt vill vi inte att ndmnaren blir
0 dérfor uteslutar vi fortfarande 1 vilket medfor att om vi begransar doménen till
{z: z € R,z < 1} blir funktionen injektiv.

® (Man kan kontrollera injektivitet men det behévs inte om man har rnot1verat losrungen.
Lat oss anta att g(z1) = g(z2) for nagra z1,z2 € R, 21,22 < 1, dvs. m = m

L&t oss multiplicera bdda sidorna med (1 - 21)? och (1 - x2)? s& vi far

(1-29)% = (1-1)? Eftersom z1,22 < 1 &r bdda 1 - x5 och 1 - x1 positiva som medfor

att 1 —x; = 1 — x5 vilket innebér att z; = 2, vilket skulle visas for injektivitet.)

e Sista steget dr att definiera malmangden som mangden av funktionsvarde som funk-
tionen bildar till dirmed blir funktionen surjektiv ocksa.
L3t oss betrakta vilka y virde skulle kunna g(«) bildas till dar z € R,z < 1. Lat oss 16sa
ekvationen y = ﬁ for sddana x.
y-(1-2)%=1
(1-2)%= % Eftersom (1 — z)? &r positiv, maste y vara positiv ocksd. Om y &r positiv

finns /Yy ocksa, dvs. 1 -z = % dr definierad (observera att 1 — x ocksa &r positiv).

Sdvifarattz =1- 7 som finns i doménen for alla positiva y eftersom det &r mindre
dn 1. Alltsd genom att sdtta malméngden till {y € R: 0 < y} far vi en bijektiv funktion.

5. Bevisa med hjélp av induktion att

1 1 1 n
+—— ..+ =
1-2 2.3 n-(n+l) n+1l

for alla heltal n > 1.

(5 podng)
Losningsforslag.
Bevis:
L&t P(n) vara pastaendet att P(n) : 75 + 55 + . .. m =t

Observera att ndmnaren aldrig &r hka med 0 eftersom 1 < n. Dessutom &r tdljaren och ndimnaren



alltid positiv pa bada leden pé grund av samma skal.
Vi ska visa att P(n) dr sant for allan > 1

Bassteget:

Forst visar vi att P(1) &dr sant for n = 1. P(1) géller eftersom
1 _1_.1

P(1): T-(1+1) ~— 2 ~ 1+1

Induktionssteget:

Antaatt P(k) : 15 + 55 +...+m = -2 sant foér ndgot k > 1.

Vi ska nu visa att detta medfor att P(k + 1) &r sant, dvs.

L1, 1 Tkl
Pk+1):q5+55+...+ FOGDD = (k+;)+1 galler.

Lat oss borja med vinsterledet.
1 1 1 —
T2 a3t DG

1 _
Fietaz Tt rmD T G DR

/enligt induktionsantagande/ =

1
T T e+ D)-((k+1)+1)

=k 4 1 = __k(k+2) 1 E(k+2)+1 _ k242k+1
k+1 ° (k+1)-(k+2) (k+1)(k+2)

(er1)-(k+2) — (ktD)-(k+2) ~ (k+tl)-(k+2)

_ (k+1)-(k+1) _ k+1  k+1 _ k . 1

= W = bl 22 vilket ér lika med HL.

Av de bada stegen och induktionsprincipen géller P(n) for alla heltal n > 1.
6. Lat A vara mangden A = {a,b, c} och B vara mdngden B = {1, 2, 3,4}.

Lat R vara en relation fran A till B (R< A x B):

R= {(CL, 2)’ (0’33)’ (b’ 1)7 (b73)7 (Cv 4)}

Lat S vara en relation fran B till A (S ¢ B x A):

S= {(Lb)’ (Q’b)v (QaC)v (3,(1), (3ac)a (4aa)a (4a b)a (476)}

(a) Skapa sammanséattningen Ro S.
(b) Skapa sammansédttningen .S o R.

(c) Ar Ro S en partialordning (en relation som &r reflexiv, antisymmetrisk och transitiv) eller
en ekvivalensrelation (en relation som é&r reflexiv, symmetrisk och transitiv)? Motivera ditt
svar.

(d) Ar So R en partialordning eller en ekvivalensrelation? Motivera ditt svar.
(5 podng)

Losningsforslag:

1. Nar vi berdknar sammanséttningen R o S viljer vi ett par (x,y) fran S och kombinerar med ett
par (y, z) fran R.
Till (1,b) € S kan vi matcha (b,1) och (b,3) frén R sd vi far (1,1) och (1, 3).
Till (2,b) kan vi matcha (b, 1) och (b,3) sé vi far (2,1) och (2, 3).
Och sa vidare far vi Ro S = {(1,1),(1,3),(2,1),(2,3),(24),(3,2),(3,3),(3/4),(4,2),(4,3),(4,1),(4,3),(4,4) }
={(1,1),(1,3),(2,1),(2,3),(24),(3,2),(3,3)(34), (4,1),(4,2),(4,3),(44)}

2. SoR={(a,b),(a,c),(aa),(a,c),(bb),(b,a),b,c)(ca)(cb)(cc) } ={(aa)ab)a,.c)b,a),bb)b,.c),(ca)cb),
(c0) }
3. En relation &r transitiv om for alla (z,y), (y,2) € R géller att (z,z) € R. Ro S dr inte transitiv

eftersom (1,3),(3,2) € Ro S men (1,2) ¢ Ro S. Ddrmed dr sammanséttningen inte en partial-
ordning eller ekvivalensrelation.



4. So R &r lika med A x A, som ér transitiv, eftersom alla mdjliga par som skulle kunna skapas
genom att matcha tvd par dr med relationen.
En relation &r reflexiv om forallaz € A : (z,2) € R. So R dr reflexiv, eftersom (a, a), (b,b), (¢, c) €
SoR.
En relation dr symmetrisk om for alla par i relationen ocksa dr den omvéinda med den relatio-
nen. Eftersom S o R dr lika med A x A dr den symmetrisk eftersom alla méjliga pa, darmed ar
omvéanda paren ocksd med.
En relation &r antisymmetrisk om for alla z,y € A : (z,y) € RA (y,z) € R medfor att z = y.
Eftersom bade (a,b) och (b,a) dr med relationen dr S o R inte antisymmetrisk.
Déarmed &r S o R en ekvivalensrelation men &r inte en partialordning.



A  Formelblad 1: Logiska ekvivalenser och konsekvenser

OBS! I tidigare har symbolen < anvénts for logisk ekvivalens (=) och = for logisk konsekvens (&.)

Logiska ekvivalenser

Regel Bendmning

~pEp Lagen om dubbel negation
=(pAg)=-pVv—q De Morgans lagar
(prqg)=(gnrp) Kommutativa lagarna
(pvaq)=(qvp)

pA(gar)=(pAag) Ar Associativa lagarna

pv(qgvr)=(pvavr
pA(gvr)=(pnaq)Vv(par) | Distributiva lagarna

pv(gar)=(pvg)a(pvr)

PAPEDP Idempotens
pVp=p

pAl=p Identitetslagarna
pvO=p

pA0=0 Dominans
pvl=1

pA=-p=0 Inversa lagarna
pv-p=1

pA(pvqg)=p Absorption
pv(pAg)=p

p—>q=-pVyq Implikationslagen
p—=>q=-q—>-p Kontrapositiva lagen

peqg=(p->q) Ar(g—Dp) Ekvivalenslagen

Logiska konsekvenser

(p—>4q),pEq Modus ponens
(p—4q),~qF -p Modus tollens
(p—>q),(g=r)Ep->r Syllogism

PAQGED Konjunktiv férenkling
PEDPVQ Disjunktiv forstarkning
(pvq),~qEp Disjunktiv syllogism

(pvaq),(p—r),(¢—r)er | Ellereliminering

P,qEPAG Konjunktionsregeln




B Formelblad: Likheter inom mangdlaran

Lat A, B och C beteckna godtyckliga delméngder till ett givet universum i/ sd att A, B,C c .
Da géller foljande likheter:

Regel Bendmning

A=A Lagen om dubbelt komplement
AnB=AuB De Morgans lagar
AuB=AnB

AnB=BnA Kommutativa lagarna
AuB=BUA

An(BnC)=(AnB
Au(BuC)=(AuB
An(BuC)=(AnB

nC Associativa lagarna
uC
u(AnC) | Distributiva lagarna

~— |

Au(BnC)=(AuB)n(Au()

AnA=A Idempotens
AuA=A

AnU=A Identitetslagarna
Auvug=A

Ang=0 Dominans
Auvld=U

AnA=g Inversa lagarna
AuA=U

An(AuB)=A Absorptionslagar
Au(AnB)=A

ANB=AnB Differenslagen
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