Tentamen i Diskreta strukturer

Losningsforslag 2025-01-07



Losningarna &r bara forslag, man kan besvara fragorna péd andra satt
eller med andra exemplar naturligtvis. Men resultaten maste vara samma.

1. Det finns en kaffemaskin som fungerar enligt foljande regler:

R1 Maskinen kan gora en kopp kaffe om och endast om det finns tillrackligt
med vatten for en kopp kaffe och det finns strom.

R2 Maskinen kan gora tvd koppar kaffe om och endast om det finns
tillrackligt med vatten for tva koppar kaffe och det finns strom.

R3 Om det finns tillrackligt med vatten for tvd koppar kaffe, da finns
det tillrdckligt med vatten for en kopp kaffe.

Lat vl, v2, s, k1 och k2 vara satsvariabler enligt foljande villkor:

¢ Satsvariabel v1 dr sann om det finns tillrackligt med vatten for en
kopp kaffe, och falsk om det inte finns tillrdckligt med vatten for en
kopp kaffe.

® Satsvariabel v2 dr sann om det finns tillrdckligt med vatten for tva
koppar kaffe, och falsk om det inte finns tillrackligt med vatten for
tva koppar kaffe.

e Satsvariabel s dr sann om det finns strom, och falsk om det inte finns
strom.

¢ Satsvariabel k1 dr sann om och endast om det dr mgojligt att gora en
kopp kaffe.

* Satsvariabel k2 dr sann om och endast om det dr mojligt att gora tva
koppar kaffe.

(a) Komplettera den foljande satslogiska formeln enligt regeln R1 med
hjélp av ovanstaende satslogiska variabler: k1 < ...
Lat oss kalla den hér formeln F'1.

(b) Komplettera den foljande satslogiska formeln enligt regeln R2 med
hjélp av ovanstaende satslogiska variabler: k2 < ...
Lat oss kalla den hér formeln F2.

(c) Komplettera den foljande satslogiska formeln enligt regeln R3 med
hjélp av ovanstdende satslogiska variabler: v2 — ...
Lat oss kalla den hér formeln F'3.

(d) Skapa en sanningstabell f6r den nedanstdende satslogiska formeln:
(v2A8) > (V1 As).

(e) Anvind satslogisk deduktion och reglerna i formelbladet for att be-
visa att om de ovanstdende tre satslogiska formlerna F'1, F'2, F'3 samt
satsvariabel k2 dr sanna (dvs. de fyra &r vara premisser), da dr den
satslogiska variabeln k1 ocksa sann (dvs. k1 kan deduceras fran F'1,
F2, F3, och k2).



Losningsforslag.

(a) R1: Maskinen kan gora en kopp kaffe om och endast om det finns
tillrdckligt med vatten for en kopp kaffe och det finns strom.
Fl:k1 < (vlas)

(b) R2: Maskinen kan gora tva koppar kaffe om och endast om det finns
tillrdckligt med vatten f6r tva koppar kaffe och det finns strom.
F2:k2 < (v2As)

(c) R3: Om det finns tillrackligt med vatten for tvd koppar kaffe, da
finns det tillrdckligt med vatten for en kopp kaffe.
F3:v2 -0l

(d) Sanningstabellen f6r (v2 A s) - (vl As):

vl | v2 || s | v2As | vlAs | (v2As8)—> (vIAs)
0] 010 0 0 1
0101 0 0 1
0] 1¢Y0 0 0 1
0 1 1 1 0 0
1 0 (0 0 0 1
1 0 1 0 1 1
11110 0 0 1
1 1 1 1 1 1
(e) Satslogisk deduktion for F'1, F'2, F'3,k2 = k1.
(1) kle (vlns) Premiss
(2) k2 (v2n3) Premiss
B3) v2-wl Premiss
4 k2 Premiss
G) (k2> (v2A8))A((v2As) > k2) (2) och Ekvivalenslagen
6) k2->(v2ns) (5) och Konjunktiv férenkling
(7) v2nAs (4), (6) och Modus ponens
‘) w2 (7) och Konjunktiv forenkling
9 s (7) och Konjunktiv forenkling
(10) w1 (3), (8) och Modus ponens
(11) wlnas (10), (9) och Konjunktionsregeln
(12) (k1> (v1Aas))Aa((vlas)—>kl) (1)ochEkvivalenslagen
(13) (vlAas)—kl (11) och Konjunktiv forenkling
(14) k1 (11), (13) och Modus ponens

Av steg (1)-(14) foljer att F'1, F'2, F'3,k2 = k1. VSV.

2. Lat A, B, och C vara tre godtyckliga ICKE-TOMMA méngder. Avgér om
foljande pastdenden stimmer alltid, aldrig, eller ibland (for vissa mangder).
Glom inte att motivera ditt svar (dvs. ge ett bevis om svaret dr alltid
eller aldrig, och ge tvd exempel om svaret &dr ibland: ett for fallet nér
péstaendet dr sant och ett for fallet ndr pastdendet dr falskt).



(@) A~ (BuC)=A~B

(b) AnBC A\ B

() AuB~C=(AnB)nC
(d) 24 c 24°B

(e)

|AN B|<|A|+|B]

Losningsforslag.

(a)

Det géller ibland.

Lat oss illustrera problemet med hjdlp av ett Venn-diagram for att
avgora om de tva sidorna ér lika (se Figur 1).

AN (Bu(C)

Figur 1: AN (Bu(C)och AN B

Det framgar tydligt att det roda omradet ingar i hogra ledet men in-
te i vanstra ledet, vilket innebéar att svaret kommer att vara ibland.
Venndiagrammet visar att skillnaden mellan de tva exemplen maste
besta i att det inte finns ndgra element i réda omradet i ett fall, me-
dan det finns minst ett element i det andra fallet. Det réda omradet
representerar mangden av element som tillhor bade A och C, men
inte B.

Antaatt A=B=C={1}.Daddar BuC = {1} och (A~ (BuUC) =
{I}\{1} =@.

Samtidigt &r A \ B = g, vilket innebér att VL = HL.

Diremot,om A =C = {1}, B = {2},sd dr AN (BuC) = {1}\{1,2} =2
medan A\ B = {1}~ {2} = {1}. I detta fall & VL inte lika med HL,
eftersom @ # {1}.

Det géller ibland.
Lat oss anvdnda samma metod som i 16sningen av forsta uppgiften.

Utifran Vendiagrammet (se Figur 2) framgdr det att vinstra ledets
och hogra ledets omrdden inte har nidgra gemensamma element.
Detta innebér att om VL innehdller minst ett element, sa dr det inte



(©

AnB ANDB

Figur2: AnBoch A\ B

en delmdngd av HL. Om VL dédremot dr tomma méngden, sa dr den
en delméngd av HL.

Antaatt A= B ={1}.DdarAnB ={1}n{l} = {1} och A\ B =
{1} ~ {1} = @. Detta innebér att VL ¢ HL eftersom {1} ¢ @

Diaremot, om A = {1} och B = {2},sddr An B = {1} n {2} = @ och
AN B = {1}~ {2} = {1}. I detta fall &r vanstra ledet en delmédngd

av hogra ledet eftersom tomma méangden &r en delmingd av alla
maéngder, @ ¢ {1}.

Det géller ibland.

Vi anvander igen Venndiagram.

AvgC (AnB)nC
Figur3: AuB~ Coch (AnB)nC

Utifrdn Venndiagrammet framgar att de tvd omradena inte dr sam-
ma om det finns ndgot element i universalméngden som inte tillhor
mingderna A, B eller C (se Figur 3). Daremot 4r de tvd omradena
lika om det inte finns ndgot element utanfér A, B, och C.

Om A = B=C=U ={1}. Da giller foljande:
AUBNC={1}u{1}~{1}={1}~{1}=goch (AnB)nC= ({1} n
{1})n{1} = {1} n{1} = {1} = @. Detta innebr att VL. = HL.
Déremot, om A = B =C = {1} ochU = {1, 2} da géller foljande:
AUBNC={1Ju{1} {1} = {1}~ {1} =@och (AnB)nC = ({1} n

) n{l} = {1} {}
@ +{2}.

{1} = {2}. I detta fall VL # HL eftersom



(d)

(a)

(b)

Det géller ibland.
Lat oss betrakta mangderna A och A \ B.

Om det inte finns nagot element i A som ocksa tillhér B, da galler
att A = A\ B. Detta innebir att deras potensmangder ar lika och
darmed ockséd delméngdir av varandra. T.ex. om A = {1}, B = {2}
blir 24 = 211} och 248 = 212} = o{1} dys. 24 = 24 B Detta
innebar att 24 c 245,

Om A och B ddremot har gemensamma element, blir A och A\ B
olika. Till exempel, om A = B = {1} far viatt 24 = 2t} = {5 {1}} och
2ANB — ol 2 99 = (5} Tdetta fall VL ¢ HL.

Det géller alltid.

Eftersom A \ B bestar av element som tillhor A men inte B, géller
att alla element i A \ B ocksa tillhor A. Darmed kan A \ B inte ha
fler element dn A, vilket innebir att |A \ B| < |A].

Vi vet ocksa att B ar en icke-tom méangd. Detta innebér att B har
minst ett element, dvs. 1 < |B|. Detta innebér att [A \ B| < |A| + |B|
eftersom HL har 6kat med minst ett i forhallande till |A \ B| < |4].

Avgor for relationen nedan om den &r reflexiv, transitiv, symmetrisk,
eller antisymmetrisk (flera egenskaper kan vara sanna samtidigt).
Motivera dina svar.

Lat méngden A = {1,2,3,4} och relationen R ¢ A x A vara defini-
erad som:
R={(a,b)|aecAbe A ocha+bidrjimn}

Bestam det transitiva holjet for relationen ovan.

Losningsforslag.

(a)

L&t oss borja med att bestimma relationens element. Vi bérjar med
1. Med 1 kan vi vélja 1 och 3 sa att summan blir jamn, vilket innebar
att (1,1) och (1, 3) tillhor relationen. Vi fortsdtter med de andra ele-
menten och far da

R={(1,1),(1,3), (2,2), (2,4), (3,1),(3.3), (4,2), (4,4)}.

En relation dr reflexiv om for alla z € A : (a,a) € R.
Eftersom (1,1),(2,2),(3,3), (4,4) tillhér R, dr R reflexiv.

En relation dr symmetrisk om (z,y) € R innebar att (y,z) € R ocksa
for alla z, y € A. Detta géller for denna relation eftersom om (x,y) ar
med i relationen innebér det att = +y dr jamnt, och eftersom addition
dr kommutativ, géller ocksa att y + « dr jamnt. Darfor dr (y, z) ocksa
med i relationen, och relationen dr symmetrisk.

En relation &r antisymmetrisk om for alla z,y € A om (z,y) € RA



(y,z) € R, dd maste x = y. Eftersom bade (1,3) och (3,1) tillhor
relationen &r relationen inte antisymmetrisk.

En relation dr transitiv om for alla (z,y), (y,z) € R géller att (x,2) €
R. Summan x + y dr jamn om bada elementen x och y &r antingen
jdmna eller udda. Om (z,y) och (y, z) tillhor relationen, maste d&ven
alla tre elementen, z,y, och z vara antingen jdmna eller udda. Det-
ta innebdr att summan x + z ocksa jamn, och ddrmed tillhor (x, 2)
relationen. Darfor &r relationen transitiv.

(c) Vikan berédkna transitiva holjet for relationen med den iterativa me-
toden.

* So=R={(1,1),(1,3),(2,2),(2,4),(3,3),(3,1),(4,2), (4,4)}

* 51 = (ROSO)USO = {(13 1)3 (1a3)a (17 1)7 (173)7 (252)3 (2a4)a (272)7 (274)7
(3:1),(3,3),(3,1),(3,3),(4,2), (4,4), (4,2), (4,4) } U So =
{(1,1),(1,3),(2,2),(2,4), (3,1),(3,3), (4,2), (4,4) } U So =
S() @] S() = SO

Man kan ocksa séga att eftersom relationen &r transitiv, dr dess tran-
sitiva holjet relationen sjdlv.

4. Lat f:N* —» N* vara definierad enligt f(n) = (n +2)* +2
dér N* betecknar de positiva naturliga talen.

(a) Ange vardena (1), £(2), och £(4).
(b) Visa att f dr injektiv.
(c) Visa att f inte dr surjektiv.

(d) Ardetmdojligt att indra doménen och/eller mdlméngden sé att funk-
tionen inte ldngre &r injektiv? Motivera ditt svar.

(e) Ardetmoiligt att indra doménen och/eller mdlméangden s att funk-
tionen blir surjektiv? Motivera ditt svar.

Losningsforslag.

@) f(1)=(1+2)2+2=32+2=11,f(2) = (2+2)2+2=42+2=18, f(4) =
(4+2)2+2=62+2=38.

(b) En funktion &r injektiv om f(z) = f(y) sd &r = = y. Lat oss anta att
f(n) = f(m) for ndgra n,m e N*. Detta innebdr att (n +2)? + 2 =
(m +2)? + 2. Frdn denna ekvation fér vi att (n + 2)? = (m + 2)2.
Eftersom n och m &r positiva naturliga tal, dr ocksé n + 2 och m + 2
positiva. Om kvadraterna av tvd positiva tal ar lika, maste de tva
ocksa vara lika, vilket ger n = m. Ddrmed 4r funktionen injektiv.
(Alternativ forklaring: (n +2)? + 2 = (m + 2)? + 2 innebér det att
antingen n+2 = m+2 eller n+2 = —(m+2) eftersom deras kvadrater
ar lika. Eftersom bade n och m &r positiva naturliga tal, r endast



n+ 2 = m+ 2 mojligt. Darfor n = m vilket visar att funktionen &r
injektiv.)

(c) En funktion f: A — B &r surjektiv om det for varje y € B finns minst
ett z ¢ A sadant att f(x) = y. Lat oss underséka om det finns ett
naturligt tal n i domédnen N* sadant att f(n) = 1 ddr 1 € N*. Detta
innebar att (n +2)? + 2 = 1. Om vi forsoker losa ekvationen fér vi
(n +2)% = -1, vilket dr omgjligt for ett positivt naturligt tal. Darfor
ar f inte surjektiv.

(d) Om doménen dr méngden av alla heltal och malméngden alla na-
turliga tal, dvs. funktionen definieras f : Z — N, finns det en andra
16sning for ekvationen f(n) = f(m). (n+2)?> +2=(m+2)?+2,(n +
2)? = (m+2)2. Detta ger tva fall: n+2 = —=(m+2) eller n+2 = —(m+2),
n = —m — 4. Exempelvis dr n = 1 och m = -5 en 16sning. Darfor ar
funktionen inte injektiv for f : Z — N.

() Om doménen bestar av alla reella tal och malméangden bestar av
reella tal y > 2, dvs. funktionen definieras f : R - {y e R : y >
2}, kan vi bestimma vilka element i domédnen som mappas till y i
malméngden. Lat f(z) = y ddr y > 2. Detta ger = (z + 2)* + 2. Los
ekvationen for z: y -2 = (x +2)%, Vy-2=a2+2,Vy-2-2 = .
Eftersom 2 <y, 0 <y - 2, s8 \/y - 2 ér vildefinierad och z € R.Darfor
ar funktionen surjektiv.

5. Bevisa med hjdlp av induktion att 2° + 2! + .-+ 2™ = 271 — 1 for alla heltal
n 0.

Losningsforslag.

Bevis:
L&t P(n) vara pastdendet att P(n) : 20 + 2! + ...+ 2™ = 27*1 — 1. Vi ska visa
att P(n) dr sant for allan > 0

Bassteget:
Forst visar vi att P(n) dr sant f6r n = 0. Da géller att
P0):20=1=2-1=2'-1=2%1_-1

Induktionssteget:
Anta att P(k):2° + 2! + ... + 2F = 2k*1 _ 1 sant for ndgot k > 0.

Vi ska nu visa att detta medfor att P(k + 1) &r sant, dvs.

P(k+1):20 420 .. 4 2k+1 - o(ks)+l g

20428 4o 2kl 200 4 91 4oy 2R 4 9K+ = /enligt induktionsantagande/
2k+1 1+ 2k+1 — 2k+1 + 2k+1 ~1=2. 2k+1 1= 2k+1+1 1= 2(k+1)+1 ~1.

Av de bada stegen och induktionsprincipen géller P(n) for alla heltal
n 2 0.



6. Lat A varamangden A = {1,2,3,4}.
Lat R och S vara tva relationer 6ver A x A:
R={(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(2,4),(3,1),(3,4),(4,2)},
S={(1,1),(1,2),(2,2),(3,3),(4,4)}.

(a)

(b)
(©)
(d)
(e)

Ar R en partialordning (en relation som r reflexiv, antisymmetrisk
och transitiv)? Motivera ditt svar.

Ar S en partialordning? Motivera ditt svar.
Skapa sammansittningen R o S.
Skapa sammanséttningen S o R.

Ar sammansittningarna partialordningar? Motivera ditt svar.

Losningsforslag.

(a)

(b)

(©) RoS={(1,2),(1,3),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4),(3,1),(3,4), (4,2)}

(d)
(e)

En relation &r reflexiv om for alla z € A : (z,z) € R. Eftersom (1,1) ¢
R ar R inte reflexiv. Darfor dr R inte en partialordning.

(En relation &dr antisymmetrisk om for alla z,y € A : (z,y) € RA
(y,x) € R medfor att z = y. Eftersom bade (1,3) och (3,1) finns i R,
men 1 # 3 dr R inte antisymmetrisk.)

(En relation &r transitiv om for alla (z,y), (y, z) € R géller att (z, z) €
R. Eftersom (1,3) och (3,4) € Rmen (1,4) ¢ R, 4r R inte transitiv.)

Relationen S ér reflexiv eftersom (1,1), (2,2),(3,3),(4,4) € S.

Relationen S &dr antisymmetrisk eftersom (2,1) ¢ S trots att (1,2) € S
och alla andra par i S dr av formen (z,x).

Relationen S &r transitiv eftersom det enda paret (1,1), (1,2) som vi
kan anvénda i transitivitetens definition resulterar i (1,2) som ingér
i 5. Alltsd ar S transitiv och séledes en partialordning.

{(172)7 (]‘73)7 (174)7 (272)7 (273)7 (274)7 (3’ 1)7 (374)7 (472)}
SoR={(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(2,4),(3,1),(3,2),(3,4), (4,2)}.

Relationen R o S dr inte reflexiv eftersom (1,1) ¢ R o S. Darfor &r
R o S inte en partialordning.

Relationen S o R dr ocksa inte reflexiv, eftersom (1,1) ¢ S o R. Dérfor
dr S o R inte en partialordning.



