Losningsforlag till tenta i Diskreta strukturer
2025-10-27

Kom ihag att det finns flera sitt att 16sa vissa av uppgifterna, och man kan fa podng fér andra
korrekta l16sningar.

Om du hittar ett fel i nagon av uppgifterna eller i 16sningsforslagen, skicka ett mejl till
szilvia.varro-gyapay@liu.se. Fragor eller funderingar ar ocksa valkomna!

1. En mojlig seminarieupplaggning med TDDC?75 skulle vara att ha endast tva seminarier med
regeln att man kan fa antingen 0 eller 1 podng per seminarium, och att man blir godkdnd med
1 eller 2 podng som totalt.
(OBS! Notationen VL = HL betyder att VL och HL é&r logiskt ekvivalenta formler. I tidigare
tentor har symbolen < anvints for logisk ekvivalens.)

Lat a och b vara satsvariabler enligt f6ljande villkor:

¢ Satsvariabeln ¢ dr sann om man far 1 podng pa seminarium A och falsk om man dér far 0
poang.

* Satsvariabeln b d4r sann om man far 1 podng pa seminarium B och falsk om man dér far 0
poang.

e Lat g1 vara en satslogisk formel. Lat g1 vara sann om man fér 1 podng som summa pa de
tva seminarierna och falsk om man inte far 1 poéng totalt.

* LAt ¢g2 vara en satslogisk formel. Lat g2 vara sann om man far 2 podng som summa pa de
tva seminarierna och falsk om man inte far 2 podng totalt.

(a) Skapa en satslogisk formel f6r g2 som uttrycker ndr man blir godkdnd med 2 podng, med
hjalp av de satslogiska variablerna a och b:
g2=...

(b) Skapa en satslogisk formel for g1 som uttrycker niar man blir godkdnd med 1 podng, med
hjalp av de satslogiska variablerna a och b:
gl =

(c) Skapa en sanningstabell for den nedanstaende satslogiska formeln: (g2 - —g1).

(d) Anvand satslogisk deduktion (med hjélp av reglerna i formelbladet) for att bevisa att om
g1l ar sant sd blir g2 falsk.
Det vill sédga att g1 dr var enda premiss, och —¢2 kan deduceras fran den.

Losningsforslag:

(a) man blir godkdnd med 2 podng om och endast om man far 1 poiang pa bada seminarier,
dvs. bdde a och b dr sanna: g2=a A b

(b) man blir godkédnd med 1 podang om och endast om man far 1 poéng antingen pé det forsta
eller det andra seminariet (uteslutande eller), dvs. exakt en av a och b &r sann: g1 = (a A
-b) v (~a A b). Andra formler som —(a <> b) ocksa &r ritt.

(c) For att skapa sanningstabellen fér g2 — -gl far vi ersdtta g1 och g2 med ovanstadende
formler som anviander a och b som satsvariabler, dvs.
92 > ~gl = ((ard) > =((ar=b) v (-anrb)))



al|b|g2=anb|an-=b| -arnb| gl=(an-b)v(-anbd) | -gl | (g2 -gl)
11 1 0 0 0 1 1
110 0 1 0 1 0 1
01 0 0 1 1 0 1
00 0 0 0 0 1 1

(d) Satslogisk deduktion for g1 = —g2.
(OBS! I tidigare har symbolen = anvénts for logisk konsekvens i stéllet for i=.)
Satslogisk deduktion for g1 £ —¢g2 d&r samma som
((an=b) Vv (=anb))E=-=(and).

(1) ((ar=b)Vv (-anrbd)) Premiss

(2) ((an=b)v=-a)A((ar=b)vb) (1)och Distributiva lagen

B) ((an=b)v-a) (2) och Konjunktiv férenkling

4) ((av-a)A(=bv-a) (3) och Distributiva lagen

(5) 1A(=bv-a) (8) och Inversa lagen

6) (-bv-a) (9) och Identitetslagen

(7) =(bna) (10), och De Morgans lagen (och kummitativa lagen).

Av steg (1)-(7) foljer att g1 = -g2. VSV.

2. Lat A, B, och C vara tre godtyckliga ICKE-TOMMA mingder och lat If vara ett universum
sadant att A, B,C ¢ U. Avgor om foljande pastdenden stimmer alltid, aldrig, eller ibland (for
vissa mangder). GIom inte att motivera ditt svar (dvs. ge ett bevis om svaret dr alltid eller
aldrig, och ge tva exempel om svaret &r ibland: ett for fallet nédr pastdendet &r sant och ett for
fallet nar pastdendet dr falskt).

@ (AnB)n((AuB)nC)=(AnC)n((AuC)nB)
(b) BN(CNA)c BN A

() (ANB)u(C~NA)=(AuC)~(AnB)

(d) 24\ 2B coA\B

(e) 2-|4|<|AuB|+|An B

Losningsforlag:

VL HL

(AnB)n((AuB)n(C) (AnC)n((AuC)n B)
D5, D1 D3, D5, D1, ! D2,
’ , D1,D2, D1,D2, D4
D6, D3, D3,D4 D4, Ds, D2, D3,D4, ’
D7, D7, D5.D6 DS, D7, DS, D5,D7 oo
D8 D8 ’ D7 D8 D8 D6
—_— e — e S
D7,D8 D3,D4,D5 D6,D8 D2,D4,D5
L ) | )
T Y
Tomma méangden Tomma mangden



(a) Det géller alltid.

¢ Lat oss visa att pastaendet alltid géller forst med hjalp av Venn-diagramm.
Genom att betrakta de omrddena i Venn-diagrammen far vi att inga omrdde ingar i
bade VL och HL, alltsa bada &r lika med tomma méngden, och ddrfor ar de lika med
varandra oavsett vilka méngder A, B och C ar (se Figur 1).

¢ Vi kan visa det genom omskrivningar ocksa.
(AnB)n((AuB)nC)=(AnC)n((AuC)nB)
VL= (AnB)n((AuB)nC) = /De Morgans/ = (Au B)n((AuB)nC) = / Associativa lagarna/ =
(AuBn(AuB))nC(C = /Inversa lagarna for AuB/ =2nC =g.
Eftersom hogerledet dr samma som VL dédr B och C dr ombytta far vi tomma méngden
for HL ocksa som medfor att VL=HL.
Alltsd staimmer pastdendet alltid.

(b) Det gdller ibland.
Anta att A = {1},B=C ={1,2}.S& & C ~ A = {2} och dérfor VL= B\ {2} = {1} medan
HL= B \ A = {2} vilket innebér att VL¢ HL.
Déiremot, om A = {1},B = C = {2}, sd & C \ A = g och dérfér VL= B \ @ = {2} medan
HL= B \ A = {2} vilket innebér att VLc HL.

(c) Det gdller alltid.
Lat oss visa att pastaendet alltid géller forst med hjédlp av Venn-diagramm.

Genom att betrakta de omrddena i Venn-diagrammen far vi att omradena D1, D3, D5, D7
ingér i bade VL och HL, och darfor dr de lika med varandra (se Figur 2).

VL HL

(ANB)u(CNA) (AuC)N(AnB
D1, D2, D3, D1, D1, D3, D1, D2,
D2, D4, D4, D2, D2, Da4, D2, D4,
D3, D5, D5, D3, D3, D5, D3, D5,
D4 D6 D7 D4 D4 D7 D4 D6
D1,D3 D5,D7 D1,D2, D2,D4
L Y J D3,D4,

D1,D3,D5,D7 ‘DB’D7 }
||
D1,D3,D5,D7

(d) Det galler ibland.

Anta att A = {1,2}, B = {3}.Sa ar 2° = {@, {1}, {2}, {1,2}},28 = {@, {3} vilket medfor att
VL=24128 = {{1},{2},{1,2}}. Samtidigt ar HL=2""F = 2{12} = {5 {1} {2},{1,2}} vilket
ar lika med VL, alltsa pastdendet stimmer i detta fall.



Daremot, om A = {1,2},B = {1}, s& ar 2* = {@,{1},{2},{1,2}},28 = {@,{1}} vilket
medfor att VL=24~2" = {{2}, {1,2}}. Samtidigt ar HL=24"F = 2{2} = {& {21} dar VL¢HL,
alltsa pastaendet stimmer inte i detta fall.

(e) Det géller ibland.
Antaatt A= B ={1}.S44r |A| =1,|[AuB| =|{1}| = 1,|An B| = |{1}| = 1, vilket medfor att
VL=2.|A|=2-1=2o0chattHL=|[AuB|+|AnB|=1+1=2dir VL= 2 < 2 =HL stimmer
inte.
Dédremot, om A = {1} och B = {1,2},sd ar |A| = 1,|AuB| = {1,2}| =2,|An B| = {1}| =1,
vilket medfor att VL= 2-|A| = 2-1 = 2 och att HL=|AuB|+|AnB| = 2+1 = 3dér VL= 2 < 3 =HL
stimmer.

(a) Lat mangden A = {-2,-1,0,1} och relationen R ¢ A x A vara definierad som:
R ={(a,b):a-b>0} (dvs. alla par ddr produkten av tva element inte dr negativ).
Skriv upp alla par (a,b) som ingdr i relationen R.

(b) Avgor for relationen R om den dr reflexiv, transitiv, symmetrisk, eller antisymmetrisk (fle-
ra egenskaper kan vara sanna samtidigt). Motivera dina svar.

(c) Bestdm det transitiva holjet for relationen R.
Losningsforslag.

(a) Lat oss borja med -2 och undersoka vilka andra element kan vi para ihop det for att fa en
icke-negativ produkt.

® (-2)-(-2) =4dvs. (-2,-2) ingér i relationen

® (-2)-(-1) =2dvs. (-2,-1) ingér i relationen

® (-2)-0=0dvs. (-2,0) ingar i relationen

® (-2)-1=-2dvs. (-2,1) ingar INTE i relationen.

Om vi betraktar de andra element i A pd samma sétt far vi att dven
e for -1ingar (-1,-2),(-1,-1),(-1,0) i relationen
e f6r 0 ingar (0,-2),(0,-1),(0,0), (0,1) i relationen, och
e for 1ingar (1,0),(1,1) i relationen.
Alltsa
R= {(_27 _2)a (_25 _1)7 (_27 0)7 (_17 _2)a (_1’ _1)7 (_17 0)7 (07 _2)a (Ov _1)’ (07 0)7 (07 1)7 (1,0), (L 1)}
(b) e Enrelation &r reflexiv om for alla z € A: (a,a) € R.
Eftersom (-2,-2),(-1,-1),(0,0),(1,1) tillhér R, &r R reflexiv.
¢ En relation dr symmetrisk om (z,y) € R innebér att (y,z) € R ocksa for alla =,y € A.
Detta giller for denna relation eftersom om (z,y) dr med i relationen innebér det
att x -y > 0, och eftersom multiplikation d4r kommutativ, gédller ocksd att y - = > 0.
Darfor dr (y, z) ocksa med i relationen, och relationen dr symmetrisk. (Man kan ocksa
kontrollera detta genom att ga igenom element och se om det finns omvénda par
ocksa.)

e En relation dr antisymmetrisk om for alla z,y € A om (x,y) € RA (y,z) € R, dd maste
vara z = y. Eftersom t.ex. bade (-2,-1) och (-1, -2) tillhor relationen men -2 # -1 &r
relationen inte antisymmetrisk.

e En relation dr transitiv om f6r alla (x,y), (v, ) € R géller att (z, z) € R. Eftersom bade
(-2,0) och (0,1) tillhor relationen men (-2, 1) tillhor inte relationen &r relationen inte
transitiv.

(c) Vikan berdkna transitiva holjet for relationen med den iterativa metoden.
L] SO = R =
{(_27 _2)’ (_27 _1)7 (_2>O)a (_17 _2)’ (_17 _1)7 (_1>O)a (Oa _2)7 (O’ _1)7 (07 0)7 (05 1)a (17 0)7 (L 1)}



* Varje rad visar de paren som man far nér ett par (z,y) tas fran R och kombineras
med ett par (y,z) frdn R. T.ex. den forsta raden (-2,-2),(-2,-1),(-2,0) far vi ge-
nom att védlja (-2,-2) (som (z,y)) och sen applicera de paren som borjar med —2:
(_27 _2)7 (_2’ _1)’ (_27 O) (Som (ya Z))

Sy = (RoSy) U Sy =
{(_25 _2)7 (_27 _1)7 (_27 O)a

(_27 _Q)a (_27 _1)7 (_27 0),

(_27 —2), (_27 _1)7 (_27 0)7 (_27 1)7
(_17_2)a (_1’ _1)’ (_170)7
(_17_2)5 (_1’ _1)7 (_170)7
(_17_2)5 (_1’ _1)7 (_170)7 (_17 1)a
(07 _Q)a (Oa _1)7 (07 O)v

(07 _2)7 (0, _1)7 (07 0)7

(07_2)a (07 _1)’ (0’0)7 (07 1)7
(0,0),(0,1),

(17 _2)3 (1’ _1)’ (17 0)7 (17 1)7
(1,0), (13 1)} U SO =
{(_27 _2)7 (_27 _1)’ (_270)’ (_2a 1)7 (_17 _2)7 (_17 _1)’ (_1a 0)7 (_17 1)7 (0’ _2)» (Oa _1)1 (07 0)7
(07 1)5 (1a _2)7 (1’ _1)7 (17 0)7 (17 1)}
Observera att S; dr lika med A x A. Det innebér att alla majliga par som vi kan fa genom
att fortsdtta iterativa metoden dr redan med S; som garanterar att S, = S alltsd transitiva
holjet &r lika med Sy, dvs.
R" = {(_27 _2)7 (_2a _1)’ (_2’ 0)7 (_27 1)? (_L _2)7 (_1’ _1)7 (_17 0)? (_L 1)7 (0’ _2)’ (07 _1)7 (an)a
(0,1),(1,-2),(1,-1),(1,0),(1,1)}.

4. L&t oss definiera en funktion som f : Z - Q* som

1
m2+1’

f(m) =
dér Z star for heltal, och Q" star for positiva rationella tal.

(a) Ange vardena £(-5),f(-2), £(0), £(1) och f(4).
(b) Visa att f inte ar injektiv.
(c) Visa att f inte &r surjektiv.

(d) Lat oss d&ndra doménen till N (medan malméngden fortfarande dr Q* och dér N star for de
naturliga talen). Har vi fortfarande en funktion? Om ja, bestim om den nya funktionen &r
injektiv, surjektiv, eller bijektiv.

(e) Lat oss andra doménen till R* och mdlméngden till R*, dar R* star for de positiva reella
talen. Har vi fortfarande en funktion? Om ja, bestim om den nya funktionen &r injektiv,
surjektiv, eller bijektiv.

Losningsforslag.

(b) En funktion dr injektiv om f(x) = f(y) sd dr x = y. Lat oss anta att f(m) = f(n) for ndgra
m,n € Z. Detta innebér att —— = ——.
L4t oss multiplicera bdda sidorna med m? + 1 och n” + 1 s4 vi far
n?+1=m?+1. Det medfor att n? = m?. Om vi véljer m = 1 och n = -1 blir ekvationen sant,
alltsa har vi hittat tva annorlunda m och n i Z f6r vilka far vi samma bild i malméangden.

Déarmed ar funktionen inte injektiv.



(c) En funktion f : A — B é&r surjektiv om det for varje y € B finns minst ett € A sddant att

f(x) = y. Lat oss betrakta f(2) och f(3): f(2) = 1, f(3) = . Namnaren i f(n) 6kar ndr n
okar om n > 0. Lat oss understka om det finns ett heltal n sddant att bild av n &r lika med

3 € Q" (vivaljer § eftersom det &r mellan f(1) = £ och f(2) = 1.

Dvs. f(n) = 3, dvs. = = 1. L4t oss 16sa den hir ekvationen genom att multiplicera bada
sidor med 3(n? +1):
3=n?+1

2 = n2, frén vilket far vi att n = +\/2 vilka inte ir heltal, alltsa det finns ingen urbild for %
vilket medfor att funktionen inte dr surjektiv.

(d) Definitionen for funktionen dr att varje element i doménen har exakt en bild i madlméangden.
Om doménen dr N, bréket f(n) = ﬁ dr definierat for alla n € N eftersom ndmnare dr
alltid storre eller lika med 1. Dessutom &r ndmnaren alltid positiv vilket medfér att f(n)
ar ett rationellt tal och tillhor malméngden.

Alltsa blir den nya avbildningen en funktion.

¢ Den nya funktionen &r injektiv eftersom om f(m) = f(n) (se del b)) fér vi att n? = m?

da maste vara n = m eftersom bada maste vara positiva eller 0 (doménen dr mangd
av naturella tal).

¢ Den nya funktionen dr inte surjektiv pa grund av samma argument som vi har visat i
b).

¢ Eftersom funktionen inte dr surjektiv dr funktionen inte bijektiv heller.

(e) Om bade domé&nen och malméngden dr R* far vi ocksa en funktion eftersom braket m21 =

ar definierat for varje element i R* och brakets ndmnare ar ett reellt tal darfor ar braket
ocksa ett reellt tal som tillhér malméngden.

¢ Funktionen &r injektiv av samma skél som tidigare.

e Lat oss betrakta om vi kan hitta ett « € R* for varje y e R* sd att f(x) = y. Lat oss anta

att for ett godtyckligt y € R* det finns ett z € R* sd att y = . Lat oss 16sa den hér

. 2410
ekvationen.
y-(22+1)=1
22 +1= % Observera att det dr tillatet att dividera med y eftersom y ar positiv.

2_1

zo=--1

Y
r=,/1-1

y

x finns inte om % -1<0,dvs. % < 1,1 <y. (Det &r tillatet att multiplicera med y och
riktningen av olikhetstecken dndras inte eftersom y € R*). Det medfor att funktionen
inte ar surjektiv.

¢ Eftersom funktionen inte &r surjektiv dr funktionen inte bijektiv heller.

5. Bevisa med hjélp av induktion att1-3+3-5+...+(2n-1)-(2n+1) = M for alla heltal
n>1.

Losningsforslag.

Bevis: .
Lat P(n) vara pastdendet att P(n):1-3+3-5+...+(2n-1)-(2n+1) = "(4"2%_1). Vi ska visa
att P(n) drsant forallan > 1

Bassteget:
Forst visar vi att P(1) dr sant f6r n = 1. P(1) géller eftersom

. o 1(41%+6:1-1)
P(l).1-3—3—f

Induktionssteget:

AntaattP(k):1-3+3-5+...+(2k—1)~(2k+1):WSantférnégotkzl.

Vi ska nu visa att detta medfor att P(k + 1) &r sant, dvs.
2
P(k+1):1-3+3-5+...+(2(k+1) 1) (2(k+1) + 1) = EEED OG0 ggpjer,




Lat oss borja med vinsterledet.

1-3+3:5+...+(2k-1)-2k+1)+(2(k+1)-1)-(2(k+1)+1) =

=1-3+43:5+...+(2k-1)-(2k+1)+ (2k+2-1)-(2k+2+1) =

1-3+3-5+...+(2k-1)-(2k+1) + (2k+1) - (2k + 3) = /enligt induktionsantagande/ =
2

= BURORD) 4 (2K +1) - (2k +3) =

= MARTAOLL) | 4j2 4 843 =

_ k(4k>+6k-1)+3(4k>+8k+3) _

3
4k5+6k%—k+12k%+24k+9) _

3
_ 4k3+18k%+23k+9
- 3

Lat oss rakna ut hogerledet.
_ (k+1)(4(k+1)*+6(k+1)-1) _
HL= 3 =

_ (k+1)(4k*+8k+4+6k+6-1) _
= . =

_ (k+1)(4k%+14Kk+9)

3
_ 4K®+14K% +9k+4k>+14k+9 _

3
_ 4k3+18k%+23k+9
= SO AR,

Vi far frén de bada tva berdkningarna att VL = HL.
Av de bada stegen och induktionsprincipen giller P(n) for alla heltal n > 1.

. Lat A vara méngden A = {a, b, ¢, d}.

Lat R och S vara tva relationer 6ver A x A:
R={(a,a),(a,b),(b,b),(b,c),(c,a),(c,c),(d,b),(d.d)},

S ={(a,a),(a,b),(a,d), (b,a),(b,b),(b,d), (c,c),(d,a),(d,b),(d,d)}.

(a) Ar R en partialordning (en relation som ér reflexiv, antisymmetrisk och transitiv) eller en
ekvivalensrelation (en relation som &r reflexiv, symmetrisk och transitiv)? Motivera ditt
svar.

(b) Ar S en partialordning eller en ekvivalensrelation? Motivera ditt svar.
(c) Skapa sammanséattningen Ro S.
(d) Skapa sammansiattningen S o R.

(e) Ar sammansadttningarna partialordningar eller ekvivalensrelationer? Motivera ditt svar.
Losningsforslag.

(a) En relation &r reflexiv om for alla z € A : (x,z) € R. Eftersom (a,a), (b,b), (¢,¢),(d,d) € R
ar R reflexiv.
En relation &dr antisymmetrisk om for alla z,y € A: (z,y) € RA (y,x) € R medfor att x = y.
Eftersom (a,b), (b,¢), (¢,a), (d,b) finnsi R, men (b, a), (¢,b), (a,c), (b,d) finnsintei R &r R
antisymmetrisk.
Enrelation &r transitiv om for alla (x,y), (v, z) € R géller att (z, z) € R. Eftersom (a,b) och (b, ¢) €
R men (a,c) ¢ R, ar R inte transitiv.
Darfor dr R inte en partialordning, och dr inte ekvivalensrelation heller.

(b) Relationen S &r reflexiv eftersom (a, a), (b,b), (¢, c), (d,d) € S.
Relationen S dr inte antisymmetrisk eftersom bade (a,b) och (b,a) € S.
Relationen S dr symmetrisk eftersom béade (a, b) och (b,a) € S, (a,d) och (d,a) € S, (b,d) och (d,b) €
S.
Relationen S &r transitiv eftersom for (a,b), (b,a) finns (a,a) € S, for (a,b), (b,d) finns
(a,d) € S, for (a,d),(d,a) finns (a,a) € S, for (a,d), (d,b) finns (a,b) € S, for (b,a), (a,d)
finns (b,b) € S, for (b, a), (a,d) finns (b,d) € S, for (b,d), (d,a) finns (b,a) € S, 6r (b, d), (d,b)
finns (b,b) € S, for (d, a), (a,b) finns (d,b) € S, for (d,a), (a,d) finns (d,d) € S, for (d,b), (b,a)



(©)

(d)

(e)

finns (d,a) € S och f6r (d,b), (b,d) finns (d, d) € S (alla andra fall &r triviala). Alltsé relatio-
nen dr transitiv.

Eftersom S inte dr antisymmetrisk dr den inte en partialordning, men eftersom den &r
reflexiv, symmetrisk och transitiv dr den en ekvivalensrelation.

Vi ga igenom varje par (x,y) i S och parar ihop med alla méjliga par (y, z) i R och lagga
till (z, 2):

R O(S = %(av a)7 (a7 b)7 (a7 b)7 (a7 C)v (a7 b)v (a7 d)v (bv a)v (bv b)v (bv b)» (b» C)» (b» b)v (b» d)a
(¢,a),(c;c),(d,a),(d,b),(d,b),(d;c),(d,b),(d,d)} =

= {(a,a),(a,b),(a,¢), (a,d), (b, a), (b,b), (b, ), (b,d), (¢, a), (¢, ¢), (d,a), (d,b), (d, ), (d, d) }
SoR={(a,a),(a,b),(a,d),(a,a),(a,b),(a,d),(b,a),(b,b),(b,d),(b,c),

(¢,a),(c;b),(c,d), (c,¢),(d,a),(d,b),(d,d),(d,a),(d,b),(d,d)} =

= {(a,a),(a,b),(a,d), (b,a), (b,), (b,¢), (b, d), (¢,a), (¢, ), (¢, ¢), (¢, d), (d, a), (d, b), (d, d) }.
Relationen R o S dr reflexiv eftersom (a,a), (b,b), (¢,c),(d,d) € R o S, inte antisymmetrisk
eftersom bade (a,b) och (b,a) € R o S, inte symmetrisk eftersom (b,c) € Ro S men (c,b) ¢
Ro S, dérfor dr R o S inte en partialordning eller en ekvivalensrelation.

Relationen S o R &r reflexiv eftersom (a,a), (b,b),(c,c),(d,d) € R, inte antisymmetrisk
eftersom bade (a,b) och (b,a) € S o R, inte symmetrisk eftersom (c,a) € S o R men (a,c) ¢
S o R, ddrfor ar S o R inte en partialordning eller en ekvivalensrelation.



