Tentamen i Diskreta strukturer

Losningsforslag 2025-08-30



Losningarna &r bara foérslag, man kan besvara frdgorna péd andra sitt eller med andra exemplar
naturligtvis. Men resultaten maste vara samma.

1. Ett bibliotek fungerar enligt foljande regler:
R1 Man far ldna en bok om och endast om ens lanekort &r giltigt och man inte har natt max-
gransen for lanade bocker.

R2 Man fér lana tvd bocker om och endast om ens lanekort &r giltigt och man inte har natt
maxgransen minus ett for ldnade bocker.

R3 Om man inte har natt maxgransen minus ett for lanade bocker, sa har man inte natt max-
gransen for lanade bocker.

Lat b1, b2, g, nl och n2 vara satsvariabler enligt foljande villkor:

e Satsvariabeln b1 dr sann om man far lana en bok, och falsk om man inte far 1dna en bok.

¢ Satsvariabeln b2 dr sann om man far lana tva bocker, och falsk om man inte far ldna tva
bocker.

¢ Satsvariabeln g dr sann om ens ldnekort dr giltigt, och falsk om ens ldnekort inte &r giltigt.

* Satsvariabeln nl dr sann om man har ndtt maxgransen for lanade bocker, och falsk om
man inte har natt maxgransen for lanade bocker.

¢ Satsvariabeln n2 dr sann om man har natt maxgransen minus ett for lanade bdcker, och
falsk om man inte har natt maxgransen minus ett f6r lanade bocker.

(a) Komplettera den foljande satslogiska formeln enligt regeln 21 med hjélp av ovanstaende
satslogiska variabler: b1 < ...
Lat oss kalla denna formel F1.

(b) Komplettera den foljande satslogiska formeln enligt regeln 22 med hjilp av ovanstdende
satslogiska variabler: b2 « ...
Lat oss kalla denna formel F2.

(c) Komplettera den f6ljande satslogiska formeln enligt regeln 3 med hjilp av ovanstdende
satslogiska variabler: -n2 — ...
Lat oss kalla denna formel F3.

(d) Skapa en sanningstabell for den nedanstaende satslogiska formeln: (g A b2) - (g A b1).

(e) Anviand satslogisk deduktion (med hjdlp av reglerna i formelbladet) f6r att bevisa att om
F1,F2,F3 och g dr sanna och b1 ar falsk, sa blir den satslogiska variabeln b2 ocksa falsk.
Det vill sdga att F'1, F'2, F'3, g och -bl ar vara premisser, och -b2 kan deduceras fran dem.

Losningsforslag.
(@) F1:b1 < (gA-nl)
(b) F2:b2 < (gA-n2)

(c) F3:-n2 - -nl
(d) Sanningstabellen for (g A b2) - (g A bl):

bl | 82 | g || gAd2 | gnabl | (gAb2) - (gAabl)
1111 1 1 1
11110 0 0 1
1 01 0 1 1
11010 0 0 1
0111 1 0 0
0|10 0 0 1
0|01 0 0 1
0|00 0 0 1




(e) Satslogisk deduktion for F'1, F'2, F'3,g,-bl = -b2.
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(2) och Ekvivalenslagen

(6) och Konjunktiv forenkling
(5), (7) och Modus tollens

(8) och De Morgans lagen

(9) och Dubbelnegation

(4), (10) och Disjunktiv syllogism
(5), (11) och Modus tollens

(12) och Dubbelnegation

(13) och Disjunktiv forstarkning
(14) och Dubbelnegation

(15) och De Morgans lagen

(16) och Dubbelnegation

(2) och Ekvivalenslagen

(19) och Konjunktiv forenkling
(19) och Modus tollens

Av steg (1)-(20) foljer att F'1, F'2, F'3, g, -bl = -b2. VSV.

2. Lat A, B, och C vara tre godtyckliga ICKE-TOMMA mangder. Avgor om foljande péstaenden
stdimmer alltid, aldrig, eller ibland (f6r vissa méangder). Glom inte att motivera ditt svar (dvs.
ge ett bevis om svaret ar alltid eller aldrig, och ge tva exempel om svaret &r ibland: ett for fallet
nédr pastaendet dr sant och ett for fallet ndr pastadendet dr falskt).

(@) AN(BNnC)=(ANB)U(AnC)
(b) AnBC A\ B

() AuUB~NC=(AnB)nC

(d) 24\ 28 c24nB

(e) |Al-|B]<|AN B

Losningsforslag.

(a) Det géller ibland. Lat oss illustrera problemet med hjilp av ett Venn-diagram for att avgora

=
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A~(BnC)

Figur 1: 2a

om de tva sidorna ér lika (se figur 1).

4
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(ANB)u(AnC)

Det framgar tydligt att de tvad grda omrdden inte 4r samma vilket innebdr att svaret kom-
mer att vara ibland. Lat oss skapa tva exempel dér ett av dem har ndgra element i skillna-
dig delen - méngden av element som tillhér bade A och B, men inte C.



Figur 2: 2b
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AUB\C (AnB)ncC
Figur 3: 2¢c

Antaatt A=B=C={1}.DdarBnC={1}och (AN (BnC)={1} {1} =2.
Samtidigt &r AN B =g, AnC ={1},och (ANB)u(AnC) =gu{l} = {1} vilket innebér
att VL inte ar lika med HL.
Diremot,om A= B ={1},C ={2},sddar BnC=goch (AN (BnC)={1}~g={1}.
Samtidigt i&r AN B =2, AnC =@, och (AN B)u(AnC) =@uUg =& vilket innebér att VL
= HL.

(b) Det gdller ibland.
Lat oss anvdnda samma metod som i I6sningen av forsta uppgiften.
Utifran Vendiagrammet (se figur 2) framgéar det att vénstra ledets och hogra ledets omrdden
inte har ndgra gemensamma element. Detta innebér att om VL innehaller minst ett ele-
ment, sa dr det inte en delmédngd av HL. Om VL ddremot dr tomma méngden, sd dr den
en delmédngd av HL.
Antaatt A=B={1}.Dddar AnB={1}n{1} = {1} och A\ B = {1}~ {1} = &. Detta innebar
att VL ¢ HL eftersom {1} ¢ &
Diremot, om A= {1} och B={2},sddr AnB={1}n{2} =g och A\ B={1}\ {2} ={1}.
I detta fall dr vénstra ledet en delméngd av hogra ledet eftersom tomma méngden &r en
delméngd av alla mangder, & ¢ {1}.

(c) Det géller ibland.
Vi anvénder igen Venndiagram.
Utifran Venndiagrammet framgar att de tvd omrddena inte &r samma om det finns nagot
element i universalmidngden som inte tillhor méngderna A, B eller C (se figur 3). Ddremot
ar de tva omrddena lika om bdda dr den tomma méngden.

Om A = B =C =U ={1}. Da giller foljande:
AUB~C={1}u{1} {1} ={1} {1} =@ {1} =goch (AnB)nC = ({1} n{1}) n{1} =
{1} n{1} =@ n {1} = @. Detta innebar att VL = HL.
Dédremot, om U = {1,2}, A= B = {1}, och C' = {2} da géller foljande:
AUB~NC={1}u {1} {2} = {1} {2} = {2} {2} =@och (AnB)nC = ({1} n{1})n{2} =
{1} n{2} = {2} n {2} = {2}. I detta fall VL + HL eftersom & # {2}.

(d) Det gdller ibland.




Lat oss betrakta mangderna pédstdendet. Pastdendet dr falskt om det finns en méngd som
dr med 24 \ 28 men inte med 24"Z. Eftersom den tomma mangden dr med alla po-
tensméangden, maste vi hitta en icke-tomma méngd. En icke-tomma mangd dr med 24\ 25
om det 4r en delméngd av 2* men inte en delméingd av 27. Det innebér att A har minst
ett element som inte tillhor B. Lt oss betrakta vanstra ledet ndr A = {1} och B = {2}.
Da ar 24 = {{1},2}, 2% = {{2},@}, och 24 « 2B = {{1}}. Samtidigt &r hogre ledet 24" =
2113n{2} = 99 = {5}, Det innebir att VL ér inte lika med HL.
Samtidigt, om A = B = {1} d& 24 = 28 d4 vénstra ledet blir 24 \ 28 = &. Eftersom tomma
méngden dr en delmdngd av alla mangder, giller pastdendet (sa lange hogre ledet blir en
vélbildade mingd som det &r: 2475 = 2{1in{l} = 981} = £ (117}

(e) Det géller alltid.
Eftersom A \ B bestar av element som tillhor A men inte B, antal elementi A \ B ir antal
element i A minus antal element i snitt av A och B: |A\ B| = |A|-|An B|. D4 blir vér olikhet
|A|-|B| < |A]-|An BJ. Eftersom An B &r en delmédngd av B har B fler element 4n nB alltsd
|A n B < |B|. Det innebdr att |A| — |B| blir mindre eller lika med |A| - |A n B| eftersom vi
subtraherar ett mindre tal frdn |A| inom det hogre ledet. VSV.

3. (a) Latméingden A = {1,2,3,4} och relationen R ¢ A x A vara definierad som:
R={(a,b)|acAbeA ocha-bidrjamn}
Skriv upp alla par (a,b) som ingdr i relationen R.
(b) Avgor for relationen R om den ér reflexiv, transitiv, symmetrisk, eller antisymmetrisk (fle-
ra egenskaper kan vara sanna samtidigt). Motivera dina svar.

(c) Bestdm det transitiva holjet for relationen R.

Losningsforslag.

(a) Vikanbestimma relationens element pa foljande sétt. Vi borjar med 1. Med 1 kan vi vilja 2
och 4 sa att deras produkten blir jamn, vilket innebdr att (1,2) och (1,4) tillhor relationen.
Vi fortsdtter med de andra elementen och far da
R={(1,2),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(3,2),(3,4),(4,1),(4,2),(4,3),(4,4) }.

(b) En relation &r reflexiv om férallax € A: (a,a) € R.
Eftersom (1,1) inte tillhor R, &r R inte reflexiv.
En relation dr symmetrisk om (x,y) € R innebér att (y,z) € R ocksa for alla z,y € A. Detta
géller for denna relation eftersom om (xz,y) dr med i relationen innebér det att x - y ar
jamnt, och eftersom multiplikation 4r kommutativ, géller ocksd att y - « dr jamnt. Darfor
ar (y,x) ocksd med i relationen, och relationen dr symmetrisk. (Man kan ocksa kolla det
genom att gd igenom element och se om det finns omvénda par ocksa.)
En relation &r antisymmetrisk om for alla 2,y € Aom (z,y) € RA(y,z) € R, dd maste z = y.
Eftersom bade (1,2) och (2,1) tillhor relationen dr relationen inte antisymmetrisk.
En relation &r transitiv om for alla (z,y), (v, z) € R géller att (z, z) € R. Eftersom bade (1,2
och (2, 3) tillhor relationen men (1, 3) tillhor inte relations dr relationen inte transitiv.

(c) Vikan berdkna transitiva holjet for relationen med den iterativa metoden.
* So=R-= {(1’ 2)a (1’ 4)7 (27 1)7 (2’ 2), (273}, (2’ 4)7 (37 2)7 (374)’ (4» 1)a (43 2)7 (47 3
* 5= (ROSO)USO = {(17 1)’ (1’ 2)7 (17 3)7 (1?4)a (27 1)’ (2’ 2)7 (27 3)7 (2a4)a (Sa 1)7 (

(4,1),(4,2),(4,3),(4,4)
(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,2),(4,4),(4,1),(4,2),(4,3),(4,4)} u Sy =

) (4,4)}
3,2),(3,3),(3,4),

{(17 1)7 (172)7 (173)7 (174)7 (27 1)’ (272)7 (273)7 (274)7 (37 1)’ (372)7 (373)7 (374)7 (47 1)’ (472)7 (473)7 (47 4)}

Eftersom S; dr lika med A x A dr S; den transitiva holjet.

4. Lat oss definiera en funktion som konverterar svenska kronor (heltal) till Euro: f:N* - Q" &r
definierad enligt f(n) = 0,09 - n
dér N* betecknar de positiva naturliga talen och Q betecknar de rationella talen.

(a) Ange vardena £(1), £(10) och £(100).



(b) Visa att f dr injektiv.
(c) Visa att f inte &r surjektiv.

(d) Ar det mojligt att andra doménen och/eller malméangden s4 att funktionen blir surjektiv?
Motivera ditt svar.

(e) Lat oss @ndra malméngden till N* (doménen é&r fortfarande N*) och definiera funktio-
nen som f(n) = FLOOR(0,09-n) (Har avrundar FLOOR ett tal till storsta heltalet som dr
mindpre &n eller lika med talet. Var uppmaérksam pa definitionsméngden och malméngden.)
(OBS! Det var inte meningen, men det blev fel med tentauppgiften, ndmligen att den inte
blir en funktion eftersom f(1) = FLOOR(0,09-n) = 0 men 0 ¢ N*. Losningen har skrivits
for funktionen f : N* - N.)

Blir den nya funktionen ocksa injektiv? Motivera ditt svar.

Losningsforslag.

(@) f(1)=0,09,f(10) =0,9, f(100) = 9.

(b) En funktion dr injektiv om f(x) = f(y) sd &r x = y. Lat oss anta att f(n) = f(m) for ndgra
n,m € N*. Detta innebér att 0,09 -n = 0,09 - m. Vi far dividera bada sidorna och far att
n = m. Ddrmed &r funktionen injektiv.

(c) En funktion f : A - B é&r surjektiv om det for varje y € B finns minst ett © ¢ A sddant
att f(z) = y. Lat oss undersoka om det finns ett naturligt tal n i doménen N* sadant att
f(n) =0,05 dér 0,05 € Q*. Detta innebér att 0,09 - n = 0,05. Om vi dividera bada sidorna
med 0,09 far vi att n = 5/9 vilket inte &r ett naturligt tal alltsa det finns inte en = i domé&nen
for vilket f(x) =0,05. Darfor dr f inte surjektiv.

(d) Om doménen bestar endast av {1} och malméngden bestdr endast av {0,09} da blir funk-
tionen surjektiv eftersom for alla y i malméngden finns det ett 2 i doménen sa att f(z) = y.

(e) Nej, den nya funktionen blir inte injektiv eftersom f(1) = FLOOR(0,09-1) = FLOOR(0,09)
och f(2) = FLOOR(0,09-2) = FLOOR(0,18) = 0.

5. Bevisa med hjalp av induktion att 15 + 55 +... + oqy = 747 forallaheltal n > 1.
Losningsforslag.
Bevis:
L&t P(n) vara pastaendet att P(n) : {5 + 55 +...+ % = - Vi ska visa att P(n) &r sant for
allan>1
Bassteget:
Forst visar vi att P(1) &r sant for n = 1. Da géller att
P(1): 1—12 = %
Induktionssteget:
Antaatt P(k): {5 + 55 +... + ﬁ = 72 sant for ndgot k > 0.

Vi ska nu visa att detta medfor att P(k + 1) &r sant, dvs.

L1 1 1 _ A 1 1 1 L .
Pk+1):y5+535+...+ (DR DR = 5y Bl (Tu ¥ (= /enligt induktions-
antagande/

ok 1 _ ke(k+2) 1  k(k+2)+1 k242k+1 _ (k+1)2

=l T DR T D) (k+2) T D) Gr2) © G ) (Rr2) (k+1+)-(k++2) = Gan) (ko) - /eftersom
2 < k + 1 vi kan dividera bade numerator och denominator med k + 1/ (’Zié)

Av de bada stegen och induktionsprincipen giller P(n) for alla heltal n > 1.

. Lat A vara mangden A = {1,2,3,4}.

Lat R och S vara tva relationer 6ver A x A:
R={(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,4),(3,1),(3,4),(4,2)},
S={(1,1),(2,2),(2,3),(3,3), (4,4)}.



(a) Ar R en partialordning (en relation som &r reflexiv, antisymmetrisk och transitiv)? Moti-
vera ditt svar.

(b) Ar Sen partialordning? Motivera ditt svar.
(c) Skapa sammansittningen Ro S.
(d) Skapa sammansittningen S o R.

(e) Ar sammansittningarna partialordningar? Motivera ditt svar.

Losningsforslag.

(a) En relation &r reflexiv om for alla z € A : (z,z) € R. Eftersom (1,1) ¢ R dr R inte reflexiv.
Darfor dr R inte en partialordning.

(En relation dr antisymmetrisk om f6r alla z,y € A: (z,y) € RA (y,x) € R medfor att x = y.
Eftersom bade (1, 3) och (3,1) finns i R, men 1 # 3 &r R inte antisymmetrisk.)

(En relation &r transitiv om for alla (z,y), (y, z) € R giller att (z, z) € R. Eftersom (1,3) och (3,1) €
Rmen (1,1) ¢ R, r R inte transitiv.)

(b) Relationen S ar reflexiv eftersom (1,1),(2,2),(3,3),(4,4) € S.
Relationen S dr antisymmetrisk eftersom (3,2) ¢ S trots att (2,3) € S och alla andra par i
S dr av formen (z, x).
Relationen S &r transitiv eftersom det enda paret (2,2),(2,3) som vi kan anvénda i tran-
sitivitetens definition resulterar i (2,3) som ingar i S. Alltsd &r S transitiv och saledes en
partialordning.

() RoS={(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,4),(2,1),(2,4),(3,1),(3,4),(4,2) } =
{(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,4),(3,1), (3,4), (4,2) }

(d) SoR=1{(1,2),(1,3),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4),(3,1),(3,4),(4,2),(4,3)} =
{(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4),(3,1), (3,4), (4,2), (4, 3)}.

(e) Relationen RoS dr inte reflexiv eftersom (1, 1) ¢ RoS. Dérfor dr RoS inte en partialordning.

Relationen S o R &r inte reflexiv heller, eftersom (1,1) ¢ S o R. Darfor dr S o R inte en
partialordning.



