Losningsforslag for TDDC75 - Lektion 8

Om du hittar ett fel i ndgon av uppgifterna eller i 16sningsforslagen, skicka ett mejl till
szilvia.varro-gyapay@liu.se.

e Obligatoriska uppgifter:

1. Fibonacci-talen:

Frb =0
o= 1
Fn = Fn—l + Fn_g for n < 2.

Visa med hjdlp av induktionsprincipen att Fy + F1 +...+ F, = Fj,.o — 1 for alla heltal n > 0.

Losning.
Pastaendet dr P(n): Fo+ F1+...+ F, = Fj.0 - 1.

Bassteget:
n=0
VL: Fy=0

HL: F2—1:F0+F1—1:0+1—1:0
VL=HL, dvs. pastaendet stdmmer fér n = 0.

Induktionssteget:
Induktionsantagandet: vi antar att P(k): Fy+ Fy +. ..+ Fy, = Fo — 1 for nagot heltal k > 0.

Vi visar att i s& fall P(k+1): Fy+ F1 +...+ Fj + Fi1 = Fris — 1 ocksa géller.

VL=Fy+Fi+...+ Fg+ Fry1 = /enligt induktionsantagandet/ =

= (Fg+2 — 1) + Fry1 = /enligt definitionen av Fibonaccitalen: Fiy3 = Fip1 + Fryo/ =
=Fp3 -1

VL=HL. VSV

Av bassteget, induktionssteget och induktionsprincipen foljer att P(n) dr sant for alla hel-
tal n > 0.

2. Visa med hjélp av induktionsprincipen att 12 +22 +... + n? = M for alla heltal n > 1.

Losning.
Pastaendet ir P(n):12+2%2+-..+n? = nntD)@n+l)

6

Bassteget:
n=0
VL:12=1

HL. L@@+ 6 _
6 76
VL=HL, dvs. pastaendet stdmmer fér n = 1.

Induktionssteget:
Induktionsantagandet: vi antar att P(k): 12+22+--.+ k2 = w for nagot heltal k > 1.

Vi visar att i sa fall P(k+1) : 12 + 22 + -4 B2 4 (k + 1) = GEDDEEDAD g
géller.

VL=12+2%+---+k?>+ (k+1)? = /enligt induktionsantagandet/ =
= k(1) (2k+1) (k+1)%= 2k°+3k% 4k (k+1)%= 2k%+3k%+k+6k*+12k+6 _ 2k°+9k>+13k+6
6 6 6
HI - (k+1)((k+1)+1)(2(k+1)+1) _ (k+1)(k+2)(2k+3) _ (k*+3k+2) (2k+3) _ 2k%+3k>+6k>+9k+4k+6 _ 2k%+9k>+13k+6
6 6 6 6 6
VL=HL. VSV




Av bassteget, induktionssteget och induktionsprincipen foljer att P(n) &r sant for alla hel-
tal n > 1.

3. Visa med hjilp av induktionsprincipen att 2" < n! for alla heltal n > 3.

Losning.

Lat P(n) vara pastiendet att 2" < n!. Vi ska visa att P(n) ar sant for alla n > 3.
— Bassteget: Forst visar vi att P(n) ir sant for n = 4. Da giller att 24 = 16 < 24 = 1.2:3-4 = 4!
— Induktionssteget: Anta att P(k):2F < k! &r sant for nagot heltal k > 3. Vi ska nu visa att

da #r ocksa att P(k+1): 25! < (k+1)! sant. Vi anviinder oss av induktionsantagandet
att 2% <kl och 2 <k +1:

VL=2"1=-2.98 <2 .kl < (k+1)-kl=(k+1) = HL

Av bassteget, induktionssteget och induktionsprincipen foljer att P(n) ar sant for alla
heltal n > 3.

4. Visa med hjilp av induktionsprincipen att alla heltal n > 3 kan skrivas pa formen n = 2a + 5b
dér a,b e N.
Losning:
Lat P(n) vara pastédendet att Ja,b € N:n = 2a+5b. Vi ska visa att P(n) ar sant {or alla n > 3.
— Bassteget: Forst visar vi att P(n) ar sant for n = 4:
4=2-2+5-0, dvs. pastaendet stdmmer for n=4 (a =2,b=0)
5=2-0+5-1, dvs. pastdendet stdmmer f6r n=5 (a=0,b=1)
6=2-3+5-0, dvs. pastaendet staimmer for n=6 (a =3,b=0)
— Induktionssteget:
Induktionssantagande: Anta att P(k) : k = 2a; + bby dr sant for nagot heltal k > 6, dar
ay,b; € N. Vi ska nu visa att da giller ocksé att P(k+1) : k+ 1 = 2as + 5by &r sant dar
ag,bs € N. Vi borjar med att skriva om k + 1 enligt induktionsantagandet dér a och b ar

icke-negativa heltal.
k+1=2a; +5b;+1

Det finns tva fall. Antingen ar b; = 0 eller s& ar by > 0.

x Vi borjar med att anta by =0, dvs. k = 2a, vilket méste innebéra att a; > 3, eftersom
vi antog att k > 6. Alltsa kan vi skriva

k+1=2a;+5b;+1=2a;+1=2(a1-2)+4+1=2(a1-2)+5

dér (a—-2)>1 och ag =ay -2 och by = 1.
* Om by >0 géller:

k+1=2a1+5b;+1=2a;+5(by1 -1)+5+1=2a; +5(by1 —1)+6=2(a; +3) +5(by - 1)

dar (bl—l)ZOOchaQ:a1+300hb2:b1—1.

I bada fallen kunde k + 1 skrivas pa formen k + 1 = 2a + 5by déar as, by € N.

Observera att det méaste visas och motiveras att i konstruktionen av k£ + 1 i form av 2as + 5by
blir as och by naturella tal. Av de bada stegen och induktionsprincipen géller P(n) for alla
heltal n > 3.

5. Ibland ar det lattare att anvinda den STARKA induktionsprincipen ddr man antar att pasta-
endet géller for alla ng < m < k och visar att det dven géller for k + 1 (istéllet for att gi fran
ett tal till nésta).

D& maéaste man testa flera virde under bassteget - minst s& manga som man skulle vilja anvinda
i induktionssteget: testa om P(ng), P(ng +1),..., P(ny) ar sanna dir ny > no.

Da blir induktionsantangande och induktionssteget de féljande.

Induktionssantagandet: Anta att P(ng), P(ng +1),..., P(k) &r sanna for nagot k > n;.
Induktionssteget: Bevisa att dven P(k+ 1) ar sant dir man far anvinda inte bara att P(k) ar
sant men dven att P(k—-1),P(k-2),...,P(ng) ar sanna eftersom det var vart induktionssan-
tagande.

D& maéaste man skriva i slutsatsen starka induktionsprincipen istéllet for induktionssprincipen.



Uppgiften: Lat ag = 0, a1 = 1 och a, = an_1 + a,_o for n > 2. Visa med hjélp av STAR-
KA induktionsprincipen att a,, < (7/4)" for alla n > 0.

Losning:
Forst rédknar vi ut de forsta talen i serien

— Qg = 0

—a1 =1

—ay=ap+a;=0+1=1

—az=as+a;=1+1=2

—ag=a3+az=1+2=3

—as=as4+a3=2+3=5

—ag=as5+ag=3+5=8

—ar=ag+as=5+8=13

Vilket kanske kénns igen som Fibonacci-sekvensen.
Vi visar pastiendet genom att anvinda starka induktionsprincipen. Lat P(n) vara pastaendet
att a, < (7/4)™. Vi ska visa att P(n) ar sant for alla n > 0.
— Bassteget: Vi visar forst att P(0), P(1) och P(2) géller:
* ag=0<1=(7/4)°
* a;=1<7/4=(7/4)
* ap=1<49/16 = (7/4)?

— Induktionssteget: Anta att P(m) : a,, < (7/4)™ géller for ndgot k > m > 2, dvs. att
ap < (7/4)% och att aj_y < (7/4)% 1 dir k- 1> 2. Vi ska da visa att dven P(k+1):ap <
(7/4)k*1 &r sant. Eftersom k — 1 > 2, giller k > 3 ocksa. Da kan vi skriva aj,; som en
summa av dess tva foregangare, och anvinda induktionsantagandet:

VL= ake = ag+ar- < (7/4)" + (7)1 = (7/4)" + (7/4)*(4/7) =

= (L+4/T)(T/4) = (11)7)(7/4)" =
= (44/28)(7/4)% < (49/28)(7/4)* = (7/4)(7/4)* = (7/4)F* = HL
De tva stegen tillsammans med starka induktionsprincipen ger att a,, < (7/4)" f6r alla n > 0.

e Rekommenderade uppgifter:

1. Visa med hjélp av induktionsprincipen att n? < 2" for alla heltal n > 4.

Losning:
Vi visar detta med hjilp av induktion. Lat P(n) vara pastaendet att n? < 2". Vi ska visa att
P(n) &r sant for alla n > 4.

— Bassteget: Forst visar vi att P(n) #r sant for n = 5. Da giller att n? =5-5 =25 <32 = 2°

— Induktionssteget: Anta att P(k) : k? < 2% #r sant for nagot k > 4. Vi ska nu visa att da
géller ocksa att P(k+ 1) : (k+1)? < 2! &r sant. Vi anviinder oss av att k > 4 samt
induktionsantagandet att k2 < 2*:

VL=(k+1)?=k?+2k+1<k®+2k+k=k?>+3k<k®+k-k=2k*<2.2F =92k 1 - [,

Av de bada stegen och induktionsprincipen foljer att P(n) ar sant for alla heltal n > 4.

2. Visa med hjilp av induktionsprincipen att en kvadrat kan delas upp i exakt 3n + 1 mindre
kvadrater for varje heltal n > 1, under forutsidttningarna att
(i) hela kvadraten técks av de mindre kvadraterna (utan luckor),
(ii) de mindre kvadraterna Gverlappar inte varandra, och
(iii) de mindre kvadraterna behover inte vara lika stora.
Vi rdaknar alltsa antal minsta kvadrater som inte innehaller nagra andra kvadrater inuti.

Inget 16sningsférslag finns for denna uppgift.



e Extra uppgift fran boken Matematiska utmaningar av Paul Vaderlind.

Det finns en grupp pa n personer dar n € Nyn > 3. Var och en av dem kénner till en hemlig
upplysning som inte &r identisk med nagon annans. Visa att 2n —4 telefonsamtal mellan dem racker
for att alla n ska kinna till alla hemligheter. Vi forutsétter att alla har tillgang till en telefon och
att parterna under varje samtal utbyter alla hemligheter de kénner till.

Till exempel: Antag att det finns tre personer: A, B, och C. A har en hemlighet som kallas a, B
har en hemplighet b, och C har en hemlighet c. A ringer B, och de utbyter sina hemligheter. Dvs.
efter samtalet kdnner bade A och B hemligheterna a och b. Sedan ringer B till C, och berattar for
C om hemligheter a och b, och C berdttar ¢ for B. Nu kiinner bade B och C till a,b och c.

For att A ocksa ska kdnna till alla hemligheter, maste A eller C ringa A. Alltsa krédvs det minst 3
samtal for att alla tre ska kiinna till alla hemligheter.

Inget 16sningsforslag finns f6r denna uppgift.



