Lektionsuppgifter for TDDC75 - Lektion 7

Detta dokument ar baserat p& arbeten av Mikael Asplund, Asratien et al., samt tidigare tentor.

e Obligatoriska uppgifter:

1. Lat P vara méngden av alla personnummer som nagon har och f: P ~ N vara en funktion
som anger alder som hor till varje personnummer.

(a) Ar f injektiv?
(b) Ar f surjektiv?
(c) Ar f bijektiv?
2. (Inspirerat av en tidigare tentauppgift.) Lat f:N — N, en funktion som konverterar Celsius-
grader till Fahrenheit, vara definierad enligt f(c¢) = FLOOR(c- % +32).
(FLOOR avrundar ett tal till storsta heltalet mindre &n eller lika med talet. Var uppmaérksam
pa definitionsméngden och malméngden.)
(a) Ange vérdena £(0), (1), £(5) och £(10).
(b) Ar f injektiv?
(c) Ar f surjektiv?
(d) Ar f bijektiv?
(e) Lat oss #ndra definitionsméngden till Z. Ar den nya "funktionen’ fortfarande en funktion?
Om ja, dr den injektiv, surjektiv eller bijektiv?
3. Lat A = {z,y,2}, B ={0,1,2,3} och funktionerna f: A - B och g : B - A definieras som
f={z~=1y~2,2-3ochg={0~2,1>y,2 2,3 z}.
(a) Vad blir sammanséttningen g o f7
(b) Vad blir ssammanséttningen f o g?
4. Lat f vara en bijektiv funktion f: A — B och sin inversen f~': B — A.
Vad blir fo f~t och f~to f?
5. Antag att f:IN — N definieras enligt

f(n)=n+1
och att g:IN — N definieras enligt

0 om n &r jaimn,
1 om n ar udda.

g(n) = {

(a) Ar f eller g injektiv och/eller surjektiv?
(b) Vad blir (f o g)(n) for de fem minsta naturliga talen n?
(¢) Vad blir p4 motsvarande sétt (go f)(n)?
(d) Beskriv funktionen (f o f)(n)
6. Antag att vi har fyra olika funktioner f1, fa, f3, f4 dér
— f1 ar injektiv men inte surjektiv,
— fo &r surjektiv men inte injektiv,
— f3 ar bijektiv, och
— fa ar varken injektiv eller surjektiv.

Ge exempel pa hur funktionerna f1, fo, f3, f4 kan se ut givet att funktionernas doméner och
vardeméngder kan véljas bland féljande méngder:

A={a,b,c} B={0,1,2} C={0,1}.

7. Lat f: N - 2N vara en funktion definierad som f(n) = {i e N | i <n} for alla n e N.
(a) Ange funktionsvirdena for £(0), f(1), f(2) och f(5).
(b) Ar f injektiv?
(c) Ar f surjektiv?



(d) Existerar den inversa funktionen f=!:2N  N?

8. Kryptering av ett meddelande kan modelleras som en funktion (encrypt) ex : A -» B dar
A &r méngden av klartextmeddelanden, B &r méngden av krypterande meddelanden och K
ar nyckeln. P4 motsvarande sétt finns en dekrypteringsfunktion dx : B — A, som for varje
krypterat meddelande ger det ursprungliga meddelandet i klartext.

(a) Uttryck funktionen dx med hjilp av eg.

(b) Ar eg alltid, aldrig, eller ibland injektiv?

(c) For att rent praktiskt kunna skapa krypterings och dekrypteringsfunktioner brukar med-
delanden delas upp i block av en viss storlek, till exempel 128 bitar. Om elementen i A
bestar av 128 bitars meddelanden, vad géller d& for storleken pa elementen i B? Hur
relaterar detta till huruvida e ar injektiv och/eller surjektiv?

9. Lat f vara f: R, - R, och g: R, - R, vara definierade genom f(z) = 2% och g(z) = m for
x € R,. Vad blir de sammansatta funktionerna go f: R, - R, och fog: R, - R.?
e Rekommenderade uppgifter:
1. En logisk grind (i digitaltekniken) med m st. ingéngar x1, . .., x,, kan betraktas som en funktion

f:4{0,...,2m -1} » {0,1}, dér ingdngarna betraktas som en bindr kodning av ett naturligt
tal. Bestdm for var och en av foljande definitioner av f vilken typ av grind den motsvarar,
eller om den inte motsvarar nagon av de vanliga grindtyperna alls.

1, omn=2"-1
(a) f(n) _{ 0, annars

omn=0

A :{ (1) annars
(c) f(n):{ (1)7 omn<2m-1

annars

2. Lat F vara méngden av satslogiska formler (exempelvis géller att (p A ¢) € F'). Lat funktionen
f:FxF —{0,1}, vara definerad s& att f(Fy,Fy) =1 om F; = F; och f(Fy, Fy) =0 annars.

(a
(b
(c) A
(d

Avgor virdet av f((pvq),(pvgvr)).
Ar f surjektiv?
f injektiv?

Beskrlv vilka element som finns i méngden {F; € F | f(1,F;) = 1} (de har en speciell
bendmning).

NSNS NN

3. Antag att f: A—> B och g: B — C. Visa eller motbevisa féljande pastaenden
(a) Om go f ar surjektiv s& méaste f och g vara surjektiva.
(b) Om f och g &r surjektiva sd maste g o f vara surjektiv.
(¢) Om go f &r injektiv s& maste f och g vara injektiva.

e Extra uppgifter.
Visa att f:N >N, f(z) = |z - 1] ar surjektiv.



