Losningsforslag for TDDC75 - Lektion 7

Om du hittar ett fel i ndgon av uppgifterna eller i 16sningsforslagen, skicka ett mejl till
szilvia.varro-gyapay@liu.se.

e Obligatoriska uppgifter:

1. Lat P vara méangden av alla personnummer som nagon har och f: P — N vara en funktion
som anger alder som hor till varje personnummer.
(a) Ar f injektiv?
(b) Ar f surjektiv?
(c) Ar f bijektiv?
Losning.
(a) Nej. Tva olika personer kan ha samma alder: x + y A f(z) = f(y)
(b) Nej. Det finns ingen person x sddan att f(x) = 300.
(c) Nej, ty den &r varken injektiv eller surjektiv.
2. (Inspirerat av en tidigare tentauppgift.) Lat f:N — N, en funktion som konverterar Celsius-
grader till Fahrenheit, vara definierad enligt f(c) = FLOOR(c- % +32).
(FLOOR avrundar ett tal till storsta heltalet mindre &n eller lika med talet. Var uppmérksam
pa definitionsméngden och malméngden.)
(a) Ange vérdena £(0), (1), £(5) och £(10).
(b) Ar f injektiv?
(c) Ar f surjektiv?
(d) Ar f bijektiv?
(e) Lat oss dndra definitionsméngden till Z. Blir den nya funktionen fortfarande en funktion?
Om ja, ar den nya funktionen injektiv, surjektiv, bijektiv?
Losningsforslag.

(a) f(-19) = FLOOR(-19-2 +32) = FLOOR(-2,2) = -3, f(0) = 32, f(1) = 33, f(5) = 41.

(b) f &r injektiv eftersom virdedifferensen av tva foljande varandra heltal (mérka att domén
ar mingd av heltal) % = 1.8 som &r storre &n 1 som menar att om vi anvinder funktionen
FLOOR vi far ett annat heltal. Andra losningen &r: 14t z1, 22 € Z sd att f(x1) = f(x2)
och vi bevisa att 1 = xa. f(21) = f(22), FLOOR(%1 -2 +32) = FLOOR (22 - £ +32) =n.
Det betyder att bade zq - % +32 och x5 - g + 32 ar mellan n och n+1:
n£w1-§+32<n+1,
n—32§x1-§<n—31,

'n—g~32£x1 <gon—g~31

n=17,77T<x1 < 3-n-17,22
Samma géller for x5. Eftersom differensen mellan tva sidorna av likheten &r ungefar 0, 55,
det finns bara ett heltal mellan dessa tal. Sa vi far att 1 = zo.

(¢) f &r inte surjektiv eftersom funktionen &r dkande och f(1) = 33, f(2) = 35 s& det finns
ingen heltal = for f(x) = 34.

(d) f &r inte bijektiv eftersom den &r inte injektiv eller surjektiv.

(e) Om vi definierar f:R - R som f(z) =" % + 32 far vi en surjektiv funktion eftersom det
finns for alla y € R an x s& att y:x-%+32,x: (y—32)-8

©oluro|ut

3. Lat A = {z,y,2}, B ={0,1,2,3} och funktionerna f: A - B och g : B - A definieras som
f={z~=1y~2,2-3tochg={0~2,1~>y,2 2,3+~ z}.

(a) Vad blir sammanséttningen g o f7
(b) Vad blir sammanséttningen f o g?
Losning.
(a) gof:A>A={xyyr~z2m2}
(b) fog:B->B={0~3,1-22~33~3}
4. Lat f vara en bijektiv funktion f: A - B med inversen f~': B — A.



(a) Vad blir sammansittningen fo f~1?
(b) Vad blir sammanséttningen f~* o f?

Inget 16sningsforslag finns for denna uppgift.

. Antag att f:N — N definieras enligt
f(n)=n+1

och att g:N — N definieras enligt

(n) - 0 om n dr jamn,

9 =1 1 om n ér udda.

(a) Ar f eller g injektiv och/eller surjektiv?

(b) Vad blir (fog)(n) for de fem minsta naturliga talen n?

(¢) Vad blir pa motsvarande sétt (go f)(n)?

(d) Beskriv funktionen (f o f)(n)

Losning.

(a) f dr injektiv. Om f(z) = f(y) s& maste z = y. Men f dr inte surjektiv eftersom det inte

existerar nigot x € N sadant att f(x) = 0. g ar varken inektiv eller surjektiv eftersom
g(0) = g(2) samt att det inte existerar nagot x € N sddant att g(a) = 3.

(b) = (feg)(0)=1

— (fog)(1)=2
— (fog)(2)=1
— (fog)(3)=2
— (fog)(4)=1
() —(g9of)(0)=1
—(gof)(1)=0
— (9o f)(2)=1
= (9°£)(3)=0
—(gof)4) =1

(d) (fef)(n)=n+2

. Antag att vi har fyra olika funktioner fi, fo, f3, f4 dér
— f1 ar injektiv men inte surjektiv,

— fo &r surjektiv men inte injektiv,

— f3 &r bijektiv, och

— f4 &r varken injektiv eller surjektiv.

Ge exempel pa hur funktionerna fi, fa, f3, f4 kan se ut givet att funktionernas doméner och
virdeméngder kan viljas bland foljande méngder:

A={abec) B={0,1,2} C={0,1}.

Inget 16sningsforslag finns fér denna uppgift.

. Lat f:N - 2" vara en funktion definierad som f(n)={ieN|i<n} for alla n e N.
(a) Ange funktionsvirdena for £(0), f(1), f(2) och f(5).

(b) Ar f injektiv?

(c) Ar f surjektiv?

(d) Existerar den inversa funktionen f=!:2N s N?

Losning.

(a) — f(0)={0}
- f(1)={0,1}
- f(2) = {07172}

- f(5) = {0717273a475}



(b) Ja. Lat x # y vara tva olika naturliga tal. Vi kan utan begrénsning anta att x < y. I sa fall
giller att y € f(y) men y ¢ f(x), sa f(x) # f(y).

(¢) Nej. Det existerar inget x € N sddan att f(z) ={0,2,4}

(d) Nej eftersom f inte &r bijektiv existerar inte dess invers.

8. Kryptering av ett meddelande kan modelleras som en funktion (encrypt) ex : A - B dar
A ar méngden av klartextmeddelanden, B &r méngden av krypterande meddelanden och K
ar nyckeln. P4 motsvarande sétt finns en dekrypteringsfunktion di : B — A, som for varje
krypterat meddelande ger det ursprungliga meddelandet i klartext.

(a) Uttryck funktionen dx med hjélp av eg.

(b) Ar eg alltid, aldrig, eller ibland injektiv?

(¢) For att rent praktiskt kunna skapa krypterings och dekrypteringsfunktioner brukar med-
delanden delas upp i block av en viss storlek, till exempel 128 bitar. Om elementen i A
bestar av 128 bitars meddelanden, vad géller d& for storleken pé elementen i B? Hur
relaterar detta till huruvida eg &r injektiv och/eller surjektiv?

Losning.

(a) d(b) = ez (b) dir be B och e} betecknar inversen till krypteringsfunktionen.

(b) ek ar alltid injektiv eftersom den har en invers. Om det fanns tvd meddelanden my,mso €

A,my + mg sddana att ex(my) = ex(ms) si skulle det inte kunna finnas en dekrypte-
ringsfunktion dx som aterstéller bada till klartext.

(c) Elementen i B méaste vara minst 128 bitar eftersom det faktum att ey &r injektiv implicerar
att |A| <|B|. Om ek &ven &r surjektiv si dr ey en bijektion s& |A| = |B| och elementen i B
maste vara exakt 128 bitar langa. Om ey inte ar surjektiv kan de krypterade meddelandena
vara langre.

9. Lat f vara f: R, - R, och g: R, - R, vara definierade genom f(z) = 2% och g(z) = ﬁ for
reR,.

(a) Vad blir sammanséttningen f o g7

(b) Vad blir sammanséttningen g o f?

Losning.

(a) (feg)(@)=rf(9(2))=f(35) = (1:3)* = wap
(b) (go f)(x)=9(f(2))=9(2*) = 7

e Rekommenderade uppgifter:

1. En logisk grind (i digitaltekniken) med m st. ingéngar x1, . .., z,, kan betraktas som en funktion
f:{0,...,2m -1} » {0,1}, dér ingngarna betraktas som en bindr kodning av ett naturligt
tal. Bestdm for var och en av foljande definitioner av f vilken typ av grind den motsvarar,
eller om den inte motsvarar nagon av de vanliga grindtyperna alls.

@ 1| o

omn=2"-1
annars
0, omn=0
(b) f(n) _{ 1, annars
1, omn<2m™-1
(c) f(n) _{ 0, annars
Losning.
(a) Detta motsvarar en AND-grind med m ingéngar. Endast om alla ingdngar dr 1 blir utsig-
nalen 1.
(b) Detta motsvarar en OR~grind med m ingdngar. Om négon av ingangarna ar 1 blir utsig-
nalen 1.
(c¢) Detta motsvarar en NAND-grind med m ingéngar. Om alla ingéngar &r 1 blir utsignalen
0, annars blir den 1.

2. Lat F vara méngden av satslogiska formler (exempelvis géller att (p A ¢) € F'). Lat funktionen
f:FxF —{0,1}, vara definerad s& att f(Fy,Fy) =1 om F; = F; och f(Fy, Fy) =0 annars.



(a) Avgor virdet av f((pvq),(pvqvr)).

(b) Ar f surjektiv?

(¢) Ar f injektiv?

(d) Beskrlv vilka element som finns i méngden {F; € F | f(1,F;) = 1} (de har en speciell
bendmning).

Losning.

(a) Av regeln for disjunktiv forstdrkning s& vet vi att (p v ¢q) = (p Vv ¢V r). Darmed blir

f(ova),(pvavr))=1

(b) Méalméngden for f &r {0,1} och vi har redan visat att 1 ar ett mojligt virde pa f. Kvarstar
att hitta tva fromler Fy och Fy saddana att f(Fy,F3) =0. Om Fy =1 och Fy = 0 sa ar
Fy # F5, och ddrmed f(Fy, Fy) =0. Alltsa ar f surjektiv.

(¢) f(0,1)=1=f(0,p), men 1+ p. Alltsd &r f inte injektiv.

(d) {F; e F| f(1,F;) =1} & méangden av alla formler F; sdidana att 1 = F;. Det betyder alltsa
att de &r sanna i alla tolkningar d& 1 &r sant (alltid). Sanningsvirdet for alla F; dr alltsa
1. Dessa formler kallas tautologier.

3. Antag att f: A —> B och g: B — C. Visa eller motbevisa féljande pastaenden
(a) Om go f ar surjektiv s& maste f och g vara surjektiva.
(b) Om f och g &r surjektiva si méste g o f vara surjektiv.
(¢c) Om go f &r injektiv s& méste f och g vara injektiva.

1. Om go f &r surjektiv s& maste f och g vara surjektiva.
Motbevis: Lat A={0,1},B={2,3,4},C = {5,6},0ochlat f={0~2,1~3},9={2~ 5,3 6,4+ 6}.
Sammanséttningen go f = {0~ 5,1~ 6} &r uppenbart surjektiv. Dock &r f i detta exempel
inte surjektiv.

2. Om f och g &r surjektiva sa maste g o f vara surjektiv. Bevis: Lat z vara godtyckligt element
i C. Eftersom g ar surjektiv vet vi att det existerar ett element y € B sddant att g(y) = 2.
Dessutom vet vi att f ar surjektiv, vilket innnebér att det existerar ett element x € A saddant
att f(xz) =y. Vi har alltsd visat att for godtyckligt element z € C s existerar element x € A
och y € B sddana att f(x) =y och g(y) = z. Alltsd g(f(z)) = (go f)(z) = z, vilket visar att
(go f) ar surjektiv.

3. Om go f &r injektiv s& maste f och g vara injektiva. Motbevis: Lat A = {0}, B ={1,2},C =
{3}, f={0~2},9 = {1+~ 3,2~ 3}. Sammanséittningen (go f) = {0~ 3} &r injektiv, men g &r
inte injektiv eftersom g(1) = g(2).

e Extra uppgifter. Visa att f: N >N, f(x) = |z - 1] &r surjektiv.



