Losningsforslag for TDDC75 - Lektion 6

Om du hittar ett fel i ndgon av uppgifterna eller i 16sningsforslagen, skicka ett mejl till
szilvia.varro-gyapay@liu.se.

e Obligatoriska uppgifter:

1. Lat A={0,1,2} och lat R c A x A vara en relation definierad enligt foljande

R ={(0,0),(0,1),(0,2),(1,1),(1,2),(2,2)}
(a) Ar R reflexiv?
(b) Ar R symmetrisk?
(¢c) Ar R antisymmetrisk?
(d) Ar R transitiv?
Losning:

(a) Ja, R ar reflexiv, eftersom for alla x € A giller att (z,x) € R:
(0,0),(1,1),(2,2) e R

(b) Nej, R ir inte symmetrisk. Till exempel (0,1) € R, men (1,0) ¢ R.
(¢) Ja, R ar antisymmetrisk, eftersom for alla (z,y) € R géller att x =y eller (y,z) ¢ R

(d) Ja, R &ar transitiv. For att inse detta méaste vi rdkna upp alla par av par (z,y),(z,w) € R
saddana att y = z och kontrollera om (z,w) € R (vi hoppar 6ver fallen da x =y eller z = w
eftersom dessa foljer omedelbart). D& aterstar endast ett par av par: (0,1),(1,2) € R,
vilket &r OK eftersom (0,2) € R.

2. Lat A={1,2,3,4} och 1at R vara en relation pad A definierade enligt fljande:

R={(1,2),(2,3),(2,4),(3,1),(3,4)}

)
) Ar R* reflexiv?
c) Ar R* symmetrisk?

) Ar R* antisymmetrisk?
(e) Ar R* en partialordning?
Losning:

(a) Genom att anvinda definitionen:
R=RUR’UR’UR'... =

{(1,2),(2,3),(2,4),(3,1),(3,4)}u
{(17 3)7 (174)7 (27 1)7 (2’ 4)’ (37 2)}U
{(1,1),(1,4),(2,2),(3,3),(3,4) }u
{(1,2),(2,3),(2,4),(3,1),(3,4)}u... =
{(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(3,1),(3,2),(3,3), (3,4)
Vi kan sluta eftersom R* = R alltsa upprepas samma miéngder efter R*.

(b) Nej, (4,4) ¢ R*

(¢) Nej, (3,4) € R* men (4,3) ¢ R*

(d) Nej, (1,2),(2,1) e R*

(e) Nej, eftersom den inte ar reflexiv och inte heller antisymmetrisk.

3. Lat Ry och Ry vara foljande relationer pa {1,2,3,4}

{(1,1),(1,2),(3,4),(4,2)}
{(1,1),(2,1),(3,1),(4,4),(2,2)}

Skriv ut f6ljande relationer (pa samma form som relationerna ovan):

R’
Ry



(a) Reflexiva holjet av R;.

(b) Symmetriska holjet av R;.

(¢) Symmetriska holjet av Ry U Rs.

(d) Transitiva holjet av R;.

Losning:

(a) Reflexiva holjet av Ry: {(1,1),(1,2),(3,4),(4,2)} u{(2,2),(3,3),(4,4)} =
{(1,1),(1,2),(2,2),(3,3),(3,4), (4,2), (4,4)}

(b) Symmetriska holjet av Ry: {(1,1),(1,2),(3,4),(4,2)} u{((2,1),(4,3),(2,4)} =
{(1,1),(1,2),(2,1),(2,4),(3,4), (4,2),(4,3)}

(c) Lat R= Ry uRs = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,1),(3,4), (4,2), (4,4)}. Det symmetriska
holjet av R blir da:

{(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,1),(3,4),(4,2), (4,4) }u

{(1’ 3)7 (47 3)7 (2’ 4)} =
{(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,4),(3,1),(3,4), (4,2), (4,3),(4,4)}
(d) Rf =RiURIUR}UR]...=
{(1,1),(1,2),(3,4),(4,2)} u{(1,2),(3,2)}ue =
{(1,1),(1,2),(3,2),(3,4),(4,2)} Vi kan sluta eftersom R3 = @ vilket innebiir att #ven
R* R®, ... blir lika med @& och unionen med den tomma méngden forindrar unionen inte.

. Avgor om foljande relationer utgor partialordningar. Motivera varfor eller varfor inte.

(a) < pa de naturliga talen, N
(b) <pa N
(c) > pa N
(d) Rc AxAdiar A={0,1,...,100}, R={(4,7) € AxA|s(i) <s(j)}, och s(i) &r siffersumman
for talet ¢ (exempelvis s(13) =1+ 3 =4).
Losning:
(a) < &r inte en partialordning pa N eftersom < inte &r en reflexiv relation. Till exempel 2 ¢ 2
(b) < &r en partialordning pa N.
— < ar reflexiv eftersom for alla i € N géller att i <4
— < ar transitiv eftersom for alla i, 7, k € N géller att
(i<jnj<k)—(i<k)
— < ar anti-symmetrisk eftersom for alla 7, j € N géller att
(i<jnj<i)—(i=j)
(¢) > dr en partialordning pad N av samma skil som ovan (byt ut < mot >)
(d) R &r inte en partialordning eftersom den inte &r anti-symmetrisk. s(1) = s(10) vilket
innebér att (1,10) € R och (10,1) € R, men 1 # 10.

. I objektorienterad programmering kan en klass drva egenskaper av en annan klass. Som ett
exempel kan vi ténka oss en klass Fordon. En barnklass (eller subklass) till Fordon &r till
exempel en Bil. En barnklass till bil dr exempelvis en Elbil. Vi kan nu ténka oss en relation
mellan klasser som vi kallas drEnSorts, s& att Elbil drEnSorts Bil, och Bil drEnSorts Fordon.
Ta stdllning till om relationen @rEnSorts bor definieras som en partialordning.
Losning:
Relationen drEnSorts bor definieras som en partialordning. Vi gar igenom egenskaperna en i
taget:
— Reflexivitet. Det ar rimligt att sdga att en klass A drEnSorts A
— Transitivitet. Om en klass A drEnSorts B och B drEnSorts C sa ar det ocksa rimligt att
A drEnSorts C
— Anti-symmetri. Om en klass A drEnSorts B och B drEnSorts A, &r da A = B? Ja det
ar rimligt, men inte sjalvklart. I vardagligt sprak kan vi séga att “en gang ar en sorts stig”
och att en “stig dr en sorts gang”’, men gang dr inte exakt samma sak som stig. For klasser
vill vi dock ha en mer exakta definitioner.



6. Avgor om foljande relationer utgor ekvivalensrelationer. Motivera varfor eller varfor inte.
(a) Rc Ax Adar A={0,1,2,3} och R={(0,0),(0,1),(1,0),(1,1),
(2,2),(2,3),(3,2),(3,3)}
(b) c pa 2 for A=1{0,1,2,3}.
(c) R={(i,j) e NxN|]i-j| <2}
Losning:
(a) Ja, R &r reflexiv, transitiv och symmetrisk.
(b) Nej, ¢ dr inte symmetrisk: {0} € {0,1} men {0,1} ¢ {0}
(¢) R &r reflexiv och symmetrisk, men inte transitiv: (1,2) € R och (2,3) € R, men (1,3) ¢ R,

sd R ar inte en ekvivalensrelation.

7. For varje partition nedan, ange vilken ekvivalensrelation den genererar.
(a) {{4,B},{C},{D}}
(b) {{4,B,C}}
(c) {{0},{1}}
Losning:
(a) R={(4,4),(A,B),(B,A),(B,B),(C,C),(D, D)}
(b) {(4,4),(4,B),(4,0),(B,A),(B,B),(B,0),(C,A),(C,B),(C,C)}
(c) {(0,0),(1,1)}
8. (Tidigare tentauppgift.) Lat A vara en méngd A = {1,2,3} och R och S tva relationer Gver
AxA: R={(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3)}, 5= {(1,1),(1,2),(2,2),(3,3)}.
(a
b

(
(c
(

Visa att bade R och S &r partialordningar.

Skapa sammanséttningarna Ro .S och So R.

Visa att bada sammanséattningarna ar partialordningar.
d

—_ — T

Finns det tva partialordningar 7' och V 6ver A x A som gor att deras sammanséattning
T oV inte &ar en partialordning? T eller V kan vara samma som R eller S.

Losning:

(a) R ar reflexiv eftersom for alla 2 € A: (z,2) € R.
R ar anti-symmetrisk eftersom for alla z,y € A: (x,y) € RA (y,x) € R foljer att x = y. Det
finns inte par (2,1),(3,1),(3,2).
R &r transitiv eftersom for alla (x,y),(y,z) € R - (z,2) € R: (1,1) A (1,2) : (1,2) €
R, (L,1)A(L,3): (1,3) e R, (1,2)A(2,2): (1,2) € R, (1,2)A(2,3) : (1,3) € R, (1,3) A(3,3) :
(1,3) e R, (2,2) A (2,3): (1,3) € R,(2,3) A (3,3): (2,3) e R.

Samma géller S: S &r reflexiv eftersom for alla z € A: (z,z) € S.

S &r anti-symmetrisk eftersom for alla z,y € A: (x,y) € S A (y,x) € S foljer att z = y. Det
finns inte par (2,1).

S ar transitiv eftersom for alla (z,y),(y,z) € S — (z,2) € S: (1,1) A (1,2) : (1,2) €
R,(1,2)A(2,2):(1,2) € R.

(b) RoS={(1,1),(1,2),(1,3),(1,2),(1,3), (2,2), (2,3), (3.3)} =
{(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3)} och
SoR={(1,1),(1,2),(1,3),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3)} =
~{(1,1),(1,2), (1,3), (2,2),(2.3), (3,3)}-

(¢) Faktiskt RoS =S50 R =R om som vi redan har bevisat att det &r en partialordning.

(d) Lat T vara en relation T c Ax A, T = {(1,1),(2,1),(2,2),(3,3)}. D& &ar T en partialord-
ning eftersom (1,1), (2,2), (3,3) &r med, (1,2) &r inte med, och (2,1),(1,1) e TA(2,1) €T
och so vidare.

Da ir ToS = {(1,1),(1,2),(2,2),(2,1),(3,3)}. Diir (1,2) e To S A (2,1) e To S sa
sammansattningen ar inte anti-symmetrisk. Eftersom den &r inte anti-symmetrisk &r sam-
manséttningen inte en partialordning.

9. Lat A = {1,2,3,4} och relationen R pa A vara R = {(0,0), (0,1), (0,3),(1,2),(2,3),(2,4),(3,2),(4,4)}.
Berdkna det transitiva holjet av relationen R.



Losning:

So = Rg: {(070)7 (0» 1)7 (0,3), (172)7 (273)7 (274)7 (3,2), (474)}

S1=Ro 5y ={(0,0),(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4),
(3,2),(3,3),(3,4),(4,4)}.

e Rekommenderade uppgifter:

1. Avgdr om foljande relationer utgor partialordningar. Motivera varfor eller varfoér inte. R € NxN
dir R={(i,j) e NxN|2i<j}
Losning:
R &r inte en partialordning eftersom den inte ér reflexiv. 2-1£1s4 (1,1) ¢ R
2. Avgor om foljande relationer utgor ekvivalensrelationer. Motivera varfor eller varfor inte.
(a) = pad méingden av satslogiska formler.
(b) R={(i,j) e NxN|i+j=0}
Losning:
(a) Ja. Vi konstaterar forst att Fy < F2 om sanningsvirdet for de tva formlerna dr samma
for alla tolkningar (rader i sanningstabellen).
— Reflexiv: F' = F eftersom F has samma sanningsvérde som sig sjilv.

— Transitiv: Om F} = F; och F; = F3 s& har Fp, F5 och F3 samma sanningsvairde for alla
tolkningar alltsa maste F; = F3

Symmetrisk: Om Fj = Fy si géller ocksd Fy = F enligt definitionen av = p4 mingden

av satslogiska formler.

(b) R innehéller endast ett element: (0,0). Alltsd ar R inte reflexiv och didrmed inte en ekvi-
valensrelation.

3. Betrakta relationen R € N x N som definieras enligt
R={(i,7) | In,meN[i -3n=j-3m]}
(a) Visa att R &r en ekvivalensrelation.
(b) Karakterisera (beskriv) ekvivalensklasserna [0],[1],[2]
Losning:
Betrakta relationen R ¢ N x N som definieras enligt
R={(i,5) | In,meN[i-3n=7j-3m]}
(a) Vi behover visa reflexivitet, transitivitet och symmetri:
— Reflexiv: Lat ¢ vara ett godtyckligt tal i N. Da finns det tal n och m nédmligen n =m =0
sddana att i -3n=9i-3-0=9=9-3-0=14¢—3m. Alltsa ar (i,7) € R.
— Transitiv: Lat 4, j, k vara godtyckliga tal i N sddana att (i,5) € R och (j,k) € R. D&
finns det heltal n,m,n’,m’ € N sddana att

i-3n=j-3mochj-3n"=k-3m’
Vi kan skriva om dessa uttryck till
i—-3n+3m=jochj=k-3m' +3n
Kombinerar vi dessa (eliminerar j) far vi:
i—-3n+3m=k-3m'+3n

Skriver om:

i-3(n+n')=k-3(m+m')
Eftersom n,m,m’,m’ ¢ N ar dven (n+n’) € N och (m +m’) € N. Alltsa &r (i,k) € R
och R &r ddrmed transitiv.

— Symmetri: Om (4,7) € R si finns n,m € Nat sddana att ¢ — 3n = j — 3m vilket av
definitionen ger att dven (j,7) € R

(b) —[0]={0,3,6,..} ={neN|3IkeN[3k=n]}
—[1]={1,4,7,..} ={neN | FkeN[3k+1 =n]}
- [2]=42,5,8,...} ={neN| Ik eN[3k+2=n]}



4. (Tidigare tentauppgift.) Antag att S &ar f6ljande relation pa A = {1,2,3,4}:
S = {(17 ]‘)7 (]‘7 2)7 (37 3)7 (37 4)}'
Ange den minsta ekvivalensrelationen 7" pa A som uppfyller villkoret S € T. Med “minsta”
avses den relation som har minst antal par.
Losning:
For att T ska kunna vara en ekvivalensrelation maste den vara reflexiv, vilket innebér att alla
dubbelpar maste inga. Vi lagger darfor till de saknade dubbelparen. Da far vi:
T= {(17 1)7 (1’ 2), (2a 2)3 (33 3)7 (374)7 (4’4)}
For att T ska vara en ekvivalensrelation méste den &dven vara symmetrisk. Vi lagger darfor till
de spegelvinda par som saknas. Da blir:
T={(1,1),(1,2), (2,1),(2,2), (3.3), (3,4), (4,3), (4,4)}.
Slutligen maste 7" vara transitiv. Det dr den, eftersom alla par i T" antingen ar dubbelpar eller
forekommer tillsammans med sina spegelvinda par, vilket inte ger upphov till nya transitiva
kedjor som kréver ytterligare par. Darfor ar T transitiv.
T ar alltsa reflexiv, symmetrisk och transitiv, vilket innebér att 7" &r en ekvivalensrelation. Det
ar dessutom den minsta ekvivalensrelationen som innehéaller de ursprungliga paren, eftersom
vi endast har lagt till de par som &r nodvindiga.

e Extra uppgifter.

1. Lat Pc Ax A och @ € A x A vara tva godtyckliga ekvivalensrelationer. Visa att ocksa P n Q@
maste vara en ekvivalensrelation. Géller detsamma for P u Q?

2. Antag att R ¢ A x A &r en partialordning pd A. Antag vidare att P ¢ (A x A) x (Ax A) &r
definierad enligt féljande

(z1,22)P(y1,y2) omm x1 Ry; och x5 Rys.

Visa eller motbevisa att P &r en partialordning pa A x A.



