Losningsforslag for TDDC75 - Lektion 5

Om du hittar ett fel i ndgon av uppgifterna eller i 16sningsforslagen, skicka ett mejl till
szilvia.varro-gyapay@liu.se.

e Obligatoriska uppgifter:

1. Lat A={0,1,2,3,4} och B ={0,2,4,6,8}. Vad &r resultatet av foljande uttryck?
(a) 24 (tidigare uppgift, Lektion 3-4/8e)
Losning. 24 = {g,
{0},{0,1},{0,2},{0, 3}, {0, 4},
{0,1,2},{0,1,3},{0,1,4},{0,2,3},{0,2,4},{0,3,4},
{07 17 27 3}7 {0’ 17 2’ 4}’ {0, 17 3’ 4}7 {07 2’ 374}7 {07 1’ 27 3’ 4},
{13,412}, {1,3},{1,4},{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{1,2,3,4},
{2},{2,3},{2,4},{2,3,4}, {3}, {3,4}, {4}}
(b) 27
Losning. 29 = {@}
2. Antag att A ={1,2,5}, B ={2,3,4,5}. Vad blir resultatet av f6ljande uttryck givet att univer-
sum ar {1,2,3,4,5,6}7

(a) |24 (tidigare uppgift, Lektion 3-4/9b)
Losning. 8
(b) 2478 (tidigare uppgift, Lektion 3-4/9d)
Losning. 2405 = 2{12:5)n{23.45) _ 9{25) = (5 (2}, {5}, {2,5})
(c) 2478\ &
Losning. Differensen mellan tvad méangder betyder att element i den andra méngden tas
bort fran den forsta méangden. Eftersom den andra méngden dr tomma méngden som har
inga element blir resultatet 2478 \ g = 2475,
3. Vad blir resultatet av foljande uttryck om (i) A =B =g, (ii) A= B = {1}, (ili) A={1},B =
{1,2}
(a) 9l4l
Losning.
(i) |[A] = 0,241 =20 =1
(i) |A| = 1,2M = 21 =2
(iii) |A] = 1,241 = 21 =2
(b) 24\ 25
Losning.
(i) 2428 =29.29 =g
(i) 24\ 28 =2} (2l =
(iif) 24\ 28 = 28} 2002 = (g {13} N {2, {1},{2},{1,2}} = &
(c) 217
Losning.
(i) 2P] =127 = {@}| = 1
(ii) [2P] = [27] = {@}] = 1
(iii) 27| =[27] = {o}] = 1
4. (tidigare uppgift, Lektion 3-4/10abc,12ab) Visa eller motbevisa var och en av féljande likheter
déar A, B och C ar godtyckliga méngder till ett universum U och \ betecknar méangddifferens.
(Forsok anvianda omskrivning dér det &ar tillamplig.)
(a) (ANB)~NC=(A~C)\B.
Losning. Likheten giller. Vi borjar med att konstatera att A\ B = An B (Differenslagen),
och anvinder sen de associativa och kommutativa lagarna for snitt:
VL = (AN B)\C = /2x Differenslagen/ = (AnB)nC = /Associativa lagen/ = An(BnC) =
= /Kommutativa lagen/ = An(CnB) = /Associativa lagen/ = (AnC)nB = /2x Differenslagen/ =
(A~NC)~ B =HL. VSV.
(b) (ANB)U(A~NC)=A~N(Bn(C).
Losning. Likheten géller. Vi skriver ater om till annan form och anviinder distributiva
lagen och DeMorgan for méngder:



VL = (AN B)U(A~C) = /2x Differenslagen/ = (An B)u(AnC) = /Distributiva lagen/ =
An(BuC) = /De Morgan/ = An (B nC) = /Differenslagen/ = A~ (BnC) = HL. VSV.
(c) 2B =24\ 25,
Losning. Falskt. Lat A = {0} och B = {1}. Da géller att
— ANB={0}~ {1} ={0}
— VL: 205 = 2000 = {5 {0}} (Alltsa giller att @ e 2°5)
2" ={2,{0}}
- 2P ={o {1}}
- HL: 24125 = {&,{0}} ~ {2, {1}} = {{0}}
Sammanfattningsvis: 248 = {@,{0}} # {{0}} = 24 \ 2B alltsa giller inte pastiendet.
(d) ANB=B\A
Losning. Falskt. Vi visar med ett motexempel. Lat U = {0,1,2,3}, A = B = {0}. D4 blir

ANB={0}\{0} =2

medan

BNA={0}~{0}=02=U

Sammanfattningsvis: AN B=g@ U = B\ A, alltsa géller inte pastaendet.
(e) (ANB)n (B~ A) -0
Loésning. Sant.
(A~ B)n (B~ A) = /2x Differenslagen/ =

=(AnB)n(BnA) = /Kommutativa och associativa lagarna/ =
=(AnA)n(BnB)=/2x Inversa lagarna/ =
=@ n@ = /Idempotens eller Dominans/
1]

VSV.

. Lat A, B och C vara tre godtycklign ICKE-TOMMA méngder till ett universum U och \
betecknar mangddifferens. Avgér om féljande pastaenden stdmmer alltid, aldrig, eller ibland
(for vissa méngder). Glom inte att motivera ditt svar.
(a) (AuB)nB=A4
Losning. Likheten géller ibland.
Om vi borjar med omskrivningen av VL far vi:
(AuB)NB = /Kommutativa och Distributiva lagarna/ = (BnA)u(BnB) = /Inversa lagarna/ =
(Bn A)ug = /Identitetslagarna/ = Bn A = /Kommutativa lagarna och Differenslagen/ =
AN B.
Om snittet mellan A och B &r tomt blir A \ B lika med A men om deras snittet inte &r
tomt dr dem inte lika med varandra. o
Lat A = {1}, B = {2}, och U = {1,2}. Da giller att (AuB)n B = ({1}u{2})n {2} =
{1,2} n {1} = {1} som é&r lika med A.
Om vi later A = {1,2}, B = {2}, och 4 = {1,2}, blir (AuB)n B = ({1,2}u{2})n {2} =
{1,2} n{1} = {1} som inte &r lika med A.
(b) |[AuB|=|A]+|B]
Losning. Likheten géller ibland.
Detta pastaendet stdmmer endast om An B = g&.
Lat A={1},B={2}. Da giller att |[Au B|=|{1}u{2}| =1{1,2}|=2=1+1=|4]|+|B].
Déaremot om A = B = {1} géller det att |[AuB|=|{1}u{l}={1}|=1+2=1+1=|A|+|B].
(¢c) AN(BnC)=(ANB)u(AnC()
Losning. Det géller ibland.
Lat oss illustrera problemet med hjilp av ett Venn-diagram for att avgéra om de tva
sidorna ar lika (se figur 1).
Det framgar tydligt att de tva graa omraden inte &r samma vilket innebér att svaret
kommer att vara ibland. Lat oss skapa tva exempel dér ett av dem har nagra element i
skillnadig delen - t.ex. médngden av element som tillhér bade A och B, men inte C.



(f)

A & 4 A

AN(Bn(C) (ANB)u(AnC(C)

Figur 1: Uppgift 5¢

ANB A\B

Figur 2: Uppgift 5d

Anta att A=B=C={1}. Dadr BnC={1} och (AN (BnC)={1}\{1} =@.
Samtidigt &r AN B =2, AnC = {1}, och (ANB)U(AnC)=gu{l} = {1} vilket innebér
att VL inte &r lika med HL.

Déremot, om A=B={1},C={2},s844r BnC =@ och (AN (BnC)={1}~@={1}.
Samtidigt &r ANB =g, AnC =@, och (AN B)u(AnC) =2 U@ =@ vilket innebér att
VL = HL.

AnBcA\B

Losning. Det géller ibland.

Lat oss anvinda samma metod som i 16sningen av férsta uppgiften.

Utifran Vendiagrammet (se figur 2) framgér det att vinstra ledets och hogra ledets omra-
den inte har nagra gemensamma element. Detta innebdr att om VL innehaller minst ett
element, sa dr det inte en delméngd av HL. Om VL déremot &r tomma méngden, sa ar
den en delméngd av HL.

Anta att A=B={1}. Dadr AnB={1}n{l} ={1} och AN B ={1} ~ {1} = @. Detta
innebér att VL ¢ HL eftersom {1} ¢ @

Déremot, om A= {1} och B={2},sddr AnB={1}n{2} =@ och ANB={1}\{2} = {1}.
I detta fall &r vénstra ledet en delméngd av hogra ledet eftersom tomma méngden &r en
delméngd av alla méngder, @ c {1}.

AUB~NC=(AnB)nC

Losning. Det géller ibland.

Vi anvinder igen Venndiagram.

Utifran Venndiagrammet framgar att de tva omradena inte dr samma om det finns nagot
element i universalméngden som inte tillhor méngderna A, B eller C (se figur 3). Déiremot
ar de tvd omradena lika om bada &r den tomma méngden.

Om A=B=C=U={1}. Da giller foljande:

AuB~NC={1}u{i}~{1}={1}~{1} =g {1} =@ och (AnB)nC=({1}n{1})n{1} =
{1} n{1} =@ n {1} = @. Detta innebér att VL = HL.

Déaremot, om U = {1,2}, A= B = {1}, och C = {2} da géller foljande:
AUBNC={1}u{1} {2} = {1} {2} = {2} {2} =@ och (AnB)nC = ({1}n{1})n{2} =
{1} n{2} = {2} n {2} = {2}. I detta fall VL # HL eftersom @ # {2}.

24\ 28 c 2408

Loésning. Det géller ibland.
Lat oss betrakta pastaendet. Pastaendet &r falskt om det finns en méngd som &r med
24\ 28 men inte med 2475, Eftersom den tomma méngden &r med alla potensmingden,
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Figur 3: Uppgift 5e

racker den inte som en motexempel. Det innebér att vi méste hitta en icke-tomma méngd.
En icke-tomma méngd dr med 2428 om det &r en delméngd av 2 men inte en delméingd
av 2B, Det innebir att A har minst ett element som inte tillhér B. Lat A = {1} och
B = {2}. Da ar 24 = {{1}, @}, 28 = {{2},@}, och 24 \ 28 = {{1}}. Samtidigt &r HL:et
2AnB = 9{1}n{2} = 99 — {5} Det innebir att VL ér inte lika med HL.
Diremot, om A = B = {1} sa 22 = 28 da VL blir 24 \ 2 = @. Eftersom tomma méngden
ar en delméngd av alla méngder, géller pastaendet (s& lange hogre ledet blir en vélbildade
mingd som det &r: 2405 = 2{In{1} = of1} = 15 (1},

(g) |Al-[B|<|AN B
Losning. Det géller alltid.
Eftersom A \ B bestar av element som tillhér A men inte B, antalet element i A \ B &r
antalet element i A minus antalet element i snitt av A och B: |[A\ B| =|A|-|An B|. Da
blir var olikhet |A| - |B| < |A| - |An B|. Eftersom An B &r en delméngd av B har B fler
element &n eller lika manga element som An B alltsi |An B| < |B|. Det innebér att |A|—|B]
blir mindre &n eller lika med |A| - |A n B| eftersom vi subtraherar ett mindre tal fran |A]
inom HL. Déarfor géller olikheten alltid. VSV.

e Rekommenderade uppgifter:

1. (tidigare uppgift, Lektion 3-4/11abc) Definiera den symmetriska differensen A mellan méngder
pa vanligt sitt, dvs. AAB = (AN B)u (B~ A), dir \ betecknar vanlig méngddifferens). Visa
att féljande likheter giller for godtyckliga méngder A och B.

(a) AAg=A

(b) AAB=BAA

(c) AAB=(AnB)u(AnB)

(d) AN(B~NC)=(ANB)\C

(Se 16sningsforslag for Lektion 3-4.)

2. Lat A, B och C vara tre godtyckliga ICKE-TOMMA méngder. Avgdr om f6ljande pastaenden
stammer alltid, aldrig, eller ibland (for vissa méngder) genom att anvinda venndiagram.
(a) (Fran boken.) Om AnC =BnC och AuB=BuC(C,sair A=B.

(b) (Fran boken.) (AnB)u(AnC)=(AuB)~(AnC)

e Extra uppgifter.

1. Lat A och B vara tva godtyckliga méngder till ett universum & och \ betecknar méngddifferens.
Ar det foljande péastdendet sant? (An B =@) > (Bc A)

2. (Fran boken.) Lat U vara ett universum. Visa att det for varje mingd A ¢ U/ finns precis en
méngd X cU sadan att AAX =U.

3. Ar det mojligt att rita en Venn-diagramm med fyra méngder, A, B, C och D?
4. Antag att U = {1,2,3,4,5,6} och A = {3,4}. Rita ett Venn-diagram som illustrerar 24.



5. (Tidigare uppgift.) En ond kung démer tva fangar att varje morgon kasta ett mynt och, nir det
landar, gissa resultatet av den andra fangens kast. Om bada har fel avrittas de. De har nagra
minuter pa sig att komma &verens om en strategi, men efter det kommer de inte att kunna
kommunicera pa nagot sitt, sa de kommer inte att kunna berédtta resultatet av kastningen for
den andra. Finns det en strategi som gor att de kan Gverleva? (oavsett resultatet av kastningen)

Lat oss kalla fangarna A och B.

— Lat A kast vara en satsvariabel som &r sann om A kastade en krona och falsk om A
kastade en klave.

— Lat B_kast vara en satsvariabel som &r sann om B kastade en krona och falsk om B
kastade en klave.

— Lat A _Giss vara en satsvariabel som &r sann om A gissade en krona och falsk om A
gissade en klave.

— Lat B_Giss vara en satsvariabel som &r sann om B gissade en krona och falsk om B

gissade en klave.

Hur ser ut en satslogisk formel som &r sann om och endast om A gissade riatt vad B kastade?
Hur ser ut en satslogisk formel som &r sann om och endast om B gissade rétt vad A kastade?
Fyll in i sanningstabell nedan.

A kast | B _kast | A Giss | B_Giss || Formel 1 | Formel 2 | en av dem gissade rétt
1 1 1 1
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