Losningsforslag TDDC75 - Lektion 3 och 4

Detta dokument ar baserat pa arbeten av Mikael Asplund, Asratien et al., samt tidigare tentor. Om du
hittar ett fel i nagon av uppgifterna eller i 16sningsférslagen, skicka ett mejl till
szilvia.varro-gyapay@liu.se.

1. Visa genom att hitta ett motexempel att de foljande slutledningar inte ar giltiga.
Obligatoriska uppgifter:

(@) p,(p—>qvr)Eq
Om p=1,r=1,q =0 &r premisser sanna men slutsatsen blir falsk.

(b) (pA=q),(p—>(g—>7))E-r
Om p=1,¢g=0,r =1 &r premisser sanna men slutsatsen ar falsk.

Rekommenderade uppgifter:

(a) (pva),(p—>r)Er
Om p=0,g=1,r =0 ar premisser sanna men slutsatsen ar falsk.

(b) (pea)(g=r),(rv=s),(-s—>q)Fs
Om p=1,g=1,r=1,s=0 &r premisser sanna men slutsatsen ar falsk.

2. Anvand deduktion for att hirleda foljande:

e Obligatoriska uppgifter.
(a) Bevis for att (pAgq),(p—r)E=7:
(1) pag Premiss
(2) p-r Premiss
3) »p (1) och Konjunktiv férenkling
4 r (2) och (3) och Modus ponens
Av steg (1)-(4) foljer att (pAgq),(p—>r)Er. VSV

(b) Bevis for att (p — q),(r > s),(pvr)Eqvs:

(1) p-gq Premiss

(2) r-s Premiss

(3) pvr Premiss

(4)  =(-p)vr (3) och Dubbelnegation
5) -p-or (4) och Implikationslagen
(6) -g—-p (1) och Kontrapositiva lagen
(1) -—~q-r (6), (5) och Syllogism
(8) -gq-—s (7), (2) och Syllogism
(9)  =(-¢)vs (8) och Implikationslagen
(10) qvs (9) och Dubbelnegation
Av steg (1)-(10) foljer att (p = q),(r = s),(pvr) =Eqvs. VSV
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(¢) Bevis for att p,(p > q),rEpvqg—>r:

1 »p Premiss

(2) p-gq Premiss

3) r Premiss

(4) =(pvg)vr (3) och Disjunktiv forstérkning
(5) =(-(pvgq))—=r (4) och Implikationslagen

(6) pvg—r (1) och Dubbelnegation

Av steg (1)-(6) foljer att p,(p > q),r=pvg—>r. VSV

e Rekommenderade uppgifter.
(a) Bevisfor pag—->reEp—>(¢—>1):
(1) parg-r Premiss

(2) -(pAag)vr (1) och Implikationslagen
(3) (=pv-g)vr (2) och De Morgans lagen
(4) -pv(-gvr) (3) och Associativa lagen
(5) -pv(g—r) (4) och Implikationslagen
(6) p—(¢g—r) (5) och Implikationslagen



Av steg (1)-(6) foljer att pAg—>rEpPp—>(¢—>71). VSV

(b) Bevis for s,(s > t),(-tvu)Eu
(1) s Premiss

(2) s—t Premiss
(3) —tvu Premiss
(4) t (1), (2) och Modus ponens
(5) t—-wu (3) och Implikationslagen
(6) wu (4), (5) och Modus ponens
Av steg (1)-(6) foljer att s,(s > t), (=t vu) =u. VSV

e Extra uppgifter.

(a) Bevisa att Modus ponens &r en giltig logisk konsekvens utan att anvinda Modus ponens.
(b) Bevisa att p <> g < (pAq) Vv (-p A —~q). Notera att p=q omm pE q och ¢ Ep.

3. Anvind motségelsebevis for att bevisa foljande:

e Obligatoriska uppgifter:
(a) ((p—q)A=q)E -p (utan att anvinda kontrapositiva lagen)

(1) (p = q)A-q Premiss
(2) p—q (1) och konjunktiv forenkling
(3) -q (1) och konjunktiv férenkling
4 p Hypotes
(5) ¢ (2), (4) och Modus ponens
(6) qgn-q (5), (3) och Konjunktionsregeln
(7)) 0 (6) och Inversa lagen
(8) -p Foljer av steg (4)-(7) och Motségelseregeln

Steg (1) - (8) ger att ((p— q) A~q) F-p

(b) Vad som helst kan hérledas fran ett falskt pastiende, exempelvis: p A -=p E ¢

(1) pA-p Premiss
(2) -q Hypotes
3) 0 Foljer av (1) och Inversa lagen
(4) q Foljer av steg (2)-(3) och Motségelseregeln

Steg (1)-(4) ger att pA -pEq. VSV.

(¢) (=pe=r)E(p—Dp)

(1) =(p—p) Hypotes

(2) =(-pvp) (1) och Implikationslagen

3) -1 (2) och Inversa lagen

4) 0 (3) och axiom i satslogiken
(5) p—>D (1)-(4) och Motségelseregeln

Av steg (1)-(5) framgar att (-p < r) = (p > p) VSV.

(d) ((¢=¢q) = -q)F~q

(1) (¢ > ¢q) > -~q Premiss
(2) -—-q Hypotes
3) -(g—-9) (1), (2) och Modus tollens
4) -(-gqvq) och Implikationslagen
(5) -1 och Inversa lagen
(6)

(7) —q (6) och Motségelseregeln

(3)
(4)
0 (5) och axiom i satslogiken
(2)-
Av steg (1)-(7) framgér att ((¢ - q) - —q) F ~¢q, VSV.



e Rekommenderade uppgifter:

(a) (=qvr)E(p<p)

(1) =(p<p) Hyptotes

(2) —((p—=p)A(p—>p)) (1) och ekvivalenslagen

3) -(p-p) (2) och Idempotens

(4) ~(-pvp) (3) och Implikationslagen

(5) -1 (4) och Inversa lagen

(6) 0 (5) och axiom i satslogiken

(7) pep (1)-(6) och Motsagelseregeln

Av steg (1)-(7) foljer att (=g v 1) E (p < p).

(b) ((prg)rq)E=(pVvp)

(1) ((pAg)Aq) Premiss

(2) (pnrq) (1) och Konjuktiv forenkling

(3) D (1) och Konjuktiv forenkling
4) =(pvp) Hypotes
(5) -pA-p (4) och De Morgans lag
(6) -p (5) och Konjunktiv forenkling
(7) pA-p (3),(6) och Konjunktionsregeln
(8) 0 (7) och Inversa lagen

9) pPVDp (4)-(8) och Motségelseregeln

Av steg (1) - (9) foljer att ((pAg) Aq) E (pvp). VSV. Obs att vi i detta fall hade kunnat
ga enklare fram med disjunktiv forstdrkning, men vi anvinder motsigelseregeln for att
trana pa att anvinda den.

4. Oversitt foljande pastaenden till predikatlogiska formler:

(a) Alla bilar har fyra hjul.
Losningsforslag: Vi gor tva formaliseringar av detta. En enkel och en komplicerad:
e Enkel, 14t FH(z) vara predikatet som siger att ett objekt har fyra hjul och B(x) vara
ett predikat som séger att x dr en bil: Va[B(x) —» FH(z)].
e Komplicerat. Lat H(z,y) vara ett predikat som séger att y &r ett hjul pa fordonet z:
Va[B(x) = Jy1,y2,y3,ya[H(z,y1) A H(z,y2) A H(x,y3) A H(x,y4) A (Y1 # y2) A (1 #
Y3) A (Y1 # ya) A(y2 #y3) A (Y2 # ya) A (ys # ya)]]
(b) Ingen kan vara fordlder till sig sjélv.
Losningsforslag: Lat F'(z,y) vara ett predikat som siger att x ar fordlder till y: Va[-F(z,x)].

(c) Antingen &r alla bollar svarta eller sa &r ingen boll svart.
Losningsforslag: t B(x) vara ett prediktat som séiger att x ar en boll och S(x) vara predikat
som sager att x ar svart:

Va[B(z) - S(z)] v -3z[B(z) A S(x)]

5. Ange for foljande pastaenden doméner for x och y sa att pastaendet &r en tautologi.

Losningstorslag:
(a) Lat doménen for x och y vara de naturliga talen. For alla « finns da ett tal y = 0 sddan att
rT+y==x

(b) Lat doménen for x och y vara de icke-negativa talen [0, 00), for alla « finns da ett tal y = \/Zx)
sadan att 32 = .

(c¢) Eftersom x och y ska vara lika for alla x och y, kan det finnas som mest ett element i doménen.
Till exempel kan doménen besta enbart av talet 1.



10.

(d) Hér kan vi lata x och y ha olika doméner. Lat x ha doménen av alla negativa heltal, och y ha
doménen av alla positiva heltal (i bada fallen utesluter vi talet 0).

(e) Notera ordningen pa kvantifierarna. Det finns ett x sadant att for alla y sa #r 22 = y. Eftersom
det enast dr ett virde av x s& maste doménen for y ater vara av storleken 1. Vi kan lata
doménen for y vara talet 1 och doménen fér x vara de naturliga talen.

(a) {4,B,C}u{C,D}={A,B,C,D}

(b) {A4,B,C}tn{C,D}={C}

(¢) {A,B,C}u{{C,D}} ={A,B,C,{C,D}}

(d) {4,B,C}n{{C,D}} =2

(e) {A,B,C}uw={A,B,C}

() {A,B,Ctu{z}={A,B,C,z}

(a) {1,2,3}|=3

(b) {a,b,c}|=3

(c) {}=0

(d) l21=0

(e) {0, {1,2}}|=2

(f) {B,2,{2}}=3

(a) AuB=1{0,1,2,3,4}0{0,2,4,6,8} ={0,1,2,3,4,6,8}
(b) AnB={0,1,2,3,4} n{0,2,4,6,8} = {0,2,4}
(c) ANB=1{0,1,2,3,4}~{0,2,4,6,8} = {1,3}
(d) B~ A=1{0,2,4,6,8}~{0,1,2,3,4} = {6,8}
(e) 2% = {g,

{0},{0,1},{0,2},{0,3},{0,4},
{0,1,2},{0,1,3},{0,1,4},{0,2,3},{0,2,4},{0,3,4},
{07 17 27 3}7 {07 17 27 4}7 {07 1’ 374}7 {07 2, 37 4}’ {07 17 27 374}7
{1}, 41,2}, {1, 3}, {1,4},{1,2,3}, {1,2,4},{1,3,4},{1,2,3,4},
{21,{2,3},{2,4},{2,3,4}, {3}, {3, 4}, {4}}
(a) AnB=1{3,4,6}n{1,6} = {6}
(b) |24 |=2% = 8, eftersom A innehaller 3 element s& innehéller potensméngedn 24: 2% = 8 element
(¢) | Ax B |=|A|-|B| =3-4 =12, eftersom kardinaliteten av kartesiska produkten av tvd méngder
dr produkten av kardinaliteten hos de ingdende méngderna
(d) 2AnB _ 9{1,2,5}n{2,3,4,5} _ 9{2,5} _ {@, {2}, {5}, {2’5}}
() AUB ={1,2,5}u{1,6} = {1,2,5,6)

(a) Likheten giller. Vi borjar med att konstatera att A\ B = An B (Differenslagen), och anviinder
sen de associativa och kommutativa lagarna for snitt -
(AN B)\ C = /2x Differenslagen/ = (An B) n C = /Associativa lagen/ = An (BnC) =
= /Kommutativa lagen/ = An(CnB) = /Associativa lagen/ = (AnC)nB = /2x Differenslagen/ =
(ANC)\B

(b) Likheten géller. Vi skriver ater om till annan form och anvénder distributiva lagen och DeM-
organ for mangder: o - L
(ANB)uU(ANC) = /2x Differenslagen/ = (AnB)u(AnC) = Distributiva lagen = An(Bu(C) =
/De Morgan/ = An (B nC) = /Differenslagen/ = A~ (BnC)

(c) Lat A={0} och B ={1}. Da giller att

AN B={0}~ {1} = {0}

o 238 = o0} — [ (0}} (Alltsa giller att @ € 24°5)

24 = {2,{0}}

28 = {o,{1}}

24128 = {g, {0}} {2, {1}} = {{0}}




Sammanfattningsvis: 24 8 = {@,{0}} # {{0}} = 24 \ 2B alltsa giller inte pastaendet.
11. (a) Jal Lat B = @, och anta olikeheten sann:
|A|=]AuB|<2|AnB|=2g|=2-0=0
Alltsa |A| < 0 vilket innebér att A d& ocksé maéste vara tomma méngden
(b) Ja! Lat A=B={1}:
[AuB|=[{1}u{1}|= {1}[=1<2=2-1=2{1} = 2[{1} n {1}[ = 2|An B

(¢) Lat x beteckna antalet gemensamma element i A och B. D4 géller att |[Au B|=z+ (10-xz) +
(10 - z) =20 - z, samt att |[An B|=z.

|Au B|<2|An B|
<
20—z <2z
<
20< 3z
<
x>20/3
Sa A och B méste ha minst 7 gemensamma element.
12. (a) Falskt. Vi visar med ett motexempel. Lat U = {0,1,2,3}, A = B = {0}. Da blir
ANB={0}\{0} =0

medan

BNA={0}~{0}=2=U
(b) Sant. Vi pAminner om att X \Y =X nY.
(ANB)n(B~NA) =

AnBnBnA-=
(AnA)n(BnB)=
NG =
16}

13. (a) Vi borjar med att konstatera att @ = U enligt definitionen av komplement.

AA@ = (def ovan)
(AN@)u(z\ A) = (def. av méngddifferens)
(An@)u (@~ A) = (eftersom @ =U)
(AnU)u (@~ A) = (Identitet)

Au (@ A) = (def. av méngddifferens)
Au (@ nA) = (Dominans)

Au @ = (Identitet)

A

(b) De sista tva visar vi endast stegen utan motiveringar AAB = (AN B)u (B~ A) = (B~ A4)u
(AN B)=BAA



(c) AAB =
(A~B)u (B~ A
(A~B)n (B~ A
(AnB)n(BnA
(AuB)n(BuUA
(AuB)n(BuA)
(An(BuA))u(Bn(BuA)) =
(AnB)u(AnA)u(BnB)u(BnA)-=
(AnB)ugugu(BnA)=
(AnB)u(AnB)

~— — | — | —



