Losningsforslag till matematikdelen pa tentamen
2014-10-30 i TDDCT75 diskreta strukturer

1.

(a)

Antag att B = @. Da géller AUB=AU@ =Aoch ANB =
AN@ = @. Villkoret |AU B| < 2|AnN B| blir da |A| < 2|g| =0,
vilket endast kan gélla om A = @. Av symmetri f6r union och
snitt géller motsvarande om vi véljer A istéllet for B som tom
méangd. Alltsd maste det gilla att antingen bade A och B ér
tomma, eller att ingen av dem &r tom.

Vilj B=A. Vifarda AUB = AUA = Aoch ANB = ANA=A.
Villkoret blir d& att |A| < 2|A|, vilket géller for alla méngder A
(aven tomma méangden).

Vi vet att |A] = |B] = 10. Lat n = |[ANB|, dvs. A och B
har n gemensamma element. Eftersom A och B vardera méste
ha 10 — n element som inte &r gemensamma sa far vi |[AU B| =
(10—n)4+n+(10—n) = 20 —n. Villkoret ger da att 20 —n < 2n,
dvs. 20 < 3n. Eftersom n maéaste vara ett heltal far vi att n > 7,
dvs. A och B maste ha minst 7 gemensamma element.

Antag R C @ och R reflexiv. Eftersom R dr reflexiv sa géller
(x,x) € R for alla z € A. Diarmed géller dven (z,z) € Q for alla
x € A, dvs. Q ar reflexiv. Alltsd méaste @) vara reflexivom R C Q)
och R reflexiv.

Antag A # @. Da finus (x,z) € R for alla x € A eftersom R &r
reflexiv. Vilj nadgot = € A och definiera @ = R\ {(z,z)}. Da
giller Q C R, men @ &r inte reflexiv. Alltsd maste inte ) vara
reflexiv om @ C R och R reflexiv.

Lat A = {1,2}. Vilj forst R = @ och Q = {(1,2)}. Da &r R
men inte ) symmetrisk. Det foljer att R C @) inte garanterar att
@ &ar symmetrisk d&ven om R dr symmetrisk. Valj istéllet R =
{(1,2),(2,1)}. Aven da dr R symmetrisk, s Q C R garanterar
inte heller att ) dr symmetrisk dven om R dr symmetrisk.

Lat A = {1,2}. Vilj R = @ och Q = {(1,2),(2,1)}. Da &r R
men inte ) antisymmetrisk. Det féljer att R C @ inte garanterar
att @ ar antisymmetrisk &ven om R &r antisymmetrisk.



4.

5.

Antag att @ C R och R ar antisymmetrisk. Antag dven att @ inte
ar antisymmetrisk. D4 finns z,y € A sd att x # y, (z,y) € @ och
(y,x) € Q. Eftersom @) C R méste da dven gilla att (x,y) € R
och (y,xz) € R, men det &r omdjligt eftersom R ar antisymmetrisk.
Det foljer att @ C R garanterar att () dr antisymmetrisk om R
ar antisymmetrisk.

(a) f(0) ={0}, fF(1) ={0,1}, £(2) = {0,1,2} och f(5) = {0,1,2,3,4,

(b) Antagatt f(m) = f(n),ddr m,n € N. Eftersom f(m) = {0, 1,...
och f(n) = {0,1,...,n} maste da gélla att m = n. Alltsd ar f
injektiv.

(c) Lat S = {1}. Da giller S € 2% men S # f(n) for alla n € N.
Alltsd ar f inte surjektiv.

(d) Inversen existerar bara om f &r bijektiv, vilket kraver att den ar
bade injektiv och surjektiv. Alltsd har f ingen invers eftersom
den inte ar surjektiv.

(a) x och y ligger i angrénsande lander.

(b) x =y, dvs. x och y dr samma land.

(c¢) h(x) =z, dvs. h ar identitetsfunktionen.

Visa med induktion 6ver viirdet pa n att f(n) < n? for alla n > 0.

Basfall: Basfallet &r n = 0. Vi far f(n) = f(0) = 0 och n? = 0% = 0,
dvs. f(n) < n? for n = 0.

Induktion: Antag att f(k) < k? for nagot k > 0. Vi ska visa att
f(k+1) < (k+1)% Vihar

flE+1)=f((k+1) -1+ (k+1)=f(k)+k+1
enl. def. av f, men f(k) < k? enligt induktionshypotesen sa vi far
fR)+E+1<k+k+1<k+2k+1=(k+1)>

Det foljer att f(k+ 1) < (k + 1)2, vilket avslutar induktionen.

Det foljer av ovanstaende att f(n) < n? for all n > 0.
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