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1.

(a) Sanningstabell for uttrycken

Plg|T"||P>q | PV | | g>T | pPeg
01010 1 0 1 1 1
0(0|1 1 1 0 1 1
0j1/(0 1 0 1 1 0
0|11 1 1 0 0 0
11010 0 1 1 1 0
1101 0 1 0 1 0
111]0 1 1 1 1 1
1111 1 1 0 0 1

Som synes i tabellen sd &r det bara for rad (tolkningar) 2 och 7 som
alla tre premisser dr sanna. For bada dessa rader dr p <> ¢ sant. Alltsa
gdller pastaendet.

(b) Vi ger tvd alternativa losningsgdngar:

Kortaste(?) varianten:

Premiss

Premiss

Premiss

(2) och dubbel negation

(4) och implikationslagen
(3),(5) och syllogismlagen
(1), (6) och ekvivalenslagen

En variant som anvander hypotetisk harledning:

1) p-q
@ pvr
@) qg--r
(4) --rvp
6) -r-p
6) q-p
(7) pegq
1) p—>q
() pvr
3) q—-r
4 q
6) -r
6) p
) p—>q
(8) peq

Premiss

Premiss

Premiss

Hypotes

(4),(3) och modus ponens

(5),(2) och disjunktiv syllogism
(4)-(6) och hypotetisk harledning
(1) och (7) och ekvivalenslagen



2. (a) Bevis. Vivisar genom en serie omskrivningar (utgdende fran hogerledet):

(ANB)uB-= [Enl. def. av mangddifferens]
(AnB)uB-= [Distributiva lagen]
(AuB)n(BuB) = [Inversa lagen]

(AuB)nU = [Identitetslagen]

AuB

O

(b) Bevis. Vivisar genom en serie omskrivningar (utgdende fran hogerledet):

(ANB)u(AnB) = [Enl. def. av mangddifferens]
(AnB)u(AnB) = [Distributiva lagen]
An(BuB)= [Inversa lagen]

AnlU = [Identitetslagen]

A

O

(c) Bevis. Vi borjar med att konstatera att A \ B och B dr disjunkta
méngder. Alltsd kan vi skriva

|Au B| = [Enl. uppgift (a)] = |[(ANB)uB|=|A\NB|+|B|] (1)

Vidare dr dven (A B) och (An B) disjunkta, vilket innedr att vi kan
uttrycka:

|A| = [Enl. uppgift (b)] = |[(ANB)u(AnB)|=|ANB|+|AnB| (2)
Om vi nu tar ekvation (1) och sutraherar ekvation (2) sa far vi:
|[AuB|-|A|=|ANB|+|B|-|AN B|-|An B

<~

|AuB|=|A|+|B|-|An B|



3.

* Ry ={(a,b) e NxN|a=b}:
- R, &r reflexiv eftersom for vaje a € N géller att a = a och ddrmed
(a,a) € Ry.
- R, &r transitiv eftersom om (a,b) € R; och (b,¢) € Ry sd géller
a =boch b = c. Da géller ocksd a = ¢ vilket innebdr att (a,c) € R;.
— R, dr symmetrisk eftersom likhet &r kommutativ.
- R, &r anti-symmetrisk eftersom for alla (a,b) € R, sé géller att
a=0b.
® Ry={(a,b) e NxN|a-b=>b} Viborjar med att konstatera att

a-b=b=a=1ellerb=0

Alltsa bestar Ry av paren (1,0), (1,1),(1,2),(1,3),...0ch (0,0),(1,0),(2,0),....
Paret (1,0) forekommer forstas bara en gdng i mangden.

- R, dr inte reflexiv eftersom tex 3 -3 # 3 och ddrmed (3,3) ¢ Rs.

— Ry ér transitiv eftersoma-b=bochb-c=cmedforatta-c=c.

- R, dr inte symmetrisk eftersom tex (1,0) € Ry men (0,1) ¢ Ry

— Ry dr dr anti-symmetrisk eftersom a - b = b och b - a = a medfor

att @ = b (det finns bara tva par dér detta &r sant vilket &r (0,0)
och (1,1)).
* Rs = {(a,b) e NxN|a < b+ 1} Viborjar med att konstatera att
a<b+1l<a<bnira,beN.

— Rjs ér reflexiv eftersom tex a < a for alla a € N.

— Rj dr transitiv eftersom a < b och b < ¢ medfor att a < ¢ for alla
a,b,ceN.

- Rj dr inte symmetrisk eftersom tex (1,3) € R3 men (3,1) ¢ Rs.

— Rs dr ar anti-symmetrisk eftersom a < b och b < ¢ medfor att
a=bo.



4. (a) Det symmetriska holjet av R dr

RUR™ ={(0,1),(1,2),(2,3),(3,0)} u{(1,0),(2,1),(3,2),(0,3)}
={(0,1),(0,3),(1,0),(1,2),(2,1),(2,3),(3,0),(3,2)}

(b) Det reflexiva holjet av R dr

R™=Ruidy = {(0,1),(1,2),(2,3),(3,0)} u{(0,0),(1,1),(2,2),(3,3)}
={(0,0),(0,1),(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,0),(3,3)}

(c) For att berdkna det transitiva holjet av R anvéander vi den iterativa
metoden.

So=R={(0,1),(1,2),(2,3),(3,0)}

S1=(RoSp)uSo=1{(0,2),(1,3),(2,0),(3,1)} u{(0,1),(1,2),(2,3),(3,0)}
={(0,1),(0,2),(1,2),(1,3),(2,0),(2,3),(3,0),(3,1)}

Sz = (RoS1)u S ={(0,1),(0,2),(0,3),(1,0),(1,2),(1,3),(2,0),(2,1),
(2,3),(3,0),(3,1),(3,2)}

S3=(RoS3)u S =1{(0,0),(0,1),(0,2),(0,3),(1,0),(1,1),(1,2),(1,3),
(2,0),(2,1),(2,2),(2,3),(3,0),(3,1),(3,2),(3,3)} =Ax A

Sy=(RoS3)uSs3=_53

Vi ser att foljden har konvergerat till A x A och ddrmed géller att
R* = A x A, dvs alla méjliga par fran A finns med i transitiva holjet
av IR



5. Bevis. Vi visar pastaendet med hjilp av ett induktionsbevis. Lat P(n) be-
teckna pdstadendet att summan av alla element pa rad n &r 2".
* Bassteget: Rad 0 bestar av sekvensen ag = 1 = 2°, alltsé géller P(0).

* Induktionssteget: Antag att P(k) géller for nagot & € N, dvs att sum-
man av allatal pdrad k drap +... +a, = 2% Vi ska d4 visa att dven
P(k +1) giller, dvs att summan av alla element pa rad k + 1 ar 2~*1.

Vi borjar med att betrakta sekvensen av tal pd rad & + 1 enligt be-
skrivningen i uppgiften:

ap,ap +ai,a; +az,...,0n-1+anp,a,
Om vi summerar dessa tal far vi:
apg+apg+ayt+ayt+tag+...+ap-1+ay +any

Vi kan konstatera att varje element a; frdn rad k forekommer tva
ganger i denna summa vilket innebar att vi kan skriva om och anvinda
induktionsantagandet:

apg+ap+ay+ayt+ag+...+ap-1+ay+ay
=2(ag+ai+...+ay)
=9.9k
:2k5+1

Alltsa galler d&ven P(k +1).

Enligt Bassteget, Induktionsantagandet och Induktionsprincipen géller
P(n) forallan eN. O



6.

(a)

(©

Att f dr injektiv innebdr att for tva strangar sq,se € S sadana att
s1 # so sa gdller att f(s1) # f(s2), dvs talen man far av att applicera
f pa strangarna skiljer sig ocksa at.

For att bevisa att f ar injektiv behdver man alltsa visa att

s1% 82 = f(s1) # f(s2)

for alla strangar si,s2 € S. Informellt kan vi tolka varje strang i
S som ett bindrt tal ddr varje A ersétts av 0 och varje B av 1. Sa
BBBA = 1110 vilket vi kan utldsa som talet 14. For att inse att tva
olika strangar alltid ger tva olika tal sa behover vi tva argument.

* For det forsta kommer kravet att en strang inte inleds med A
(vilket motsvarar 0) innebdéra att tvd olika langa strangar alltid
motsvarar olika stora tal (den mest signifikanta biten som ar
langst till vanster kommer alltid att motsvara ett storre tal d4n
alla andra bitar i talet).

¢ For det andra s kommer tva lika ldnga strangar som som skiljer
sig for ndgon position i strangen ocksa att vara olika stora (av
samma skdl som ovan).

Att f dr surjektiv innebaér att varje heltal n € N kan representeras av
en strang s sadan att f(s) = n.

For att bevisa detta krdvs alltsd att vi for godtyckligt heltal n kan
konstruera en strdng som motsvarar talet. Informellt: for att inse att
varje heltal kan representeras som en ett binartal sa kan vi helt en-
kelt aterskapa den mekanism som anvénds for att konvertera ett tal
till bindr representation. Dela talet med tva, om det blir 1 i rest sa
blir bokstaven lidngst till hoger B, annars A. Upprepa péa det som dr
kvar av divisionen dnda tills resultatet blir 0, rest 1, vilket ger ett B
som forsta bokstav i strangen. Formellt bevisas detta m.h.a. ett in-
duktionsbevis.

For att skapa den 6nskade bijektionen sa kopierar vi f, men har 3
som bas:

0

v(ay) +3v(ag) +9v(as) + ... + 3" u(a,)

g(e)

glanan_1...a1)

déarv(A) =0,v(B) =1,v(c) = 2.



A Formelblad

Regel Benimning
——p <P Lagen om dubbel negation
-(prq) < -pV q De Morgans lagar

-(pvq) & -pr-q

gnar) <= (pAg)Ar

Associativa lagarna

pA(
pVv(qgvr) e (pvgvr
pA(gvr) e (prg)Vv(pAar)
pVvignar) e (pvg)a(pvr)

Distributiva lagarna

PAD<ES P Idempotens
pvp<ep

pAlep Identitetslagarna
pv0<ep

pA0<=0 Dominans
pvlel

pA-p<=0 Inversa lagarna
pv-p<e1

pA(pvq)<p Absorption
pv(prg) =p

p—>q<e-pVyq Implikationslagen
P> g g > Kontrapositiva lagen
peoqge(p>q)n(g—p) Ekvivalenslagen

(p—q)p=q

Modus ponens

(p—>q),~q=-p

Modus tollens

(rp—q,(g=r)=p->r

Syllogism

PANG=Dp

Konjunktiv forenkling

p=pVq Disjunktiv forstiarkning
(pva),~q=rp Disjunktiv syllogism
D,g=pNq Konjunktionsregeln

Tabell 1: Logiska ekvivalenser och konsekvenser




