Tentamen i TDDC75 Diskreta strukturer

2017-01-05, Losningsforslag (med reservation for eventuella fel)

1. Betrakta foljande satslogiska uttryck: (p — ¢) V (¢ = p)

(a) Visa genom naturlig deduktion att uttrycket &dr en tautlogi. Anvand
endast lagarna i formelbladet sist i tentan.

(b) Galler pastaendet: 0 = (p — ¢) V (¢ = p)?
(c) Giller pastaendet: (p — q) V (¢ = p) =0?

Losning

(a) Bevis for att (p — ¢) V (¢ — p) dr en tautologi, dvs att (p — ¢) V (¢ —

p)E1
1) (p—q)V(g—p) (Premiss)
2 (-pVvqg)V(g—p) (1)ochimplikatationslagen
3) (=pVaq)V(~gVp) (2)ochimplikationslagen
4) (-pVp)V(~gVgq) (3)ochassociativa lagarna
5) 1v(-qVq) (4) och invera lagen

6) 1 (5) och dominans

(b) Fi | F; dr sant om F; &r sant for varje tolkning dér Fy &dr sann. Ef-
tersom det inte finns ndgra tolkningar som gor 0 sann sa dr pastaendet
sant.

(c) Det finns tolkningar som gor (p — ¢)V (g — p) sann (alla tolkningar),
men inga som gor 0 sann. Alltsd stimmer inte pastdendet.

2. Lat A och B vara tva godtyckliga icke-tomma méangder. Avgor om foljande
péstadenden dr staimmer alltid, aldrig, eller ibland (f6r vissa méngder).
Glom inte att motivera ditt svar.

(@ AeB

(b) (ANB)C B

(c) Ve € Alx ¢ Bl - (BC A)
(d (AuB)NnB=A

(&) |AUB| = 4] + |B]

(5 podng)



Losning

(a) Lat A = B = {0}, da géller inte pastdendet. Men 14t A = {0} och
B = {{0}} da gller A € B. Alltsa géller pastaendet ibland.

(b) Det finns tvé fall: (1) A och B &r disjunkta, (AN B) = 0, och d&
stimmer pastdendet ty alla médngder har tomma méngden som delméngd,
eller (2) (ANB) # 0, 1at x vara ett godtyckligt element i (AN B). Fran
definitionen av snitt vet viatt z € Aoch z € B. Alltsa &r alla element
i (AN B) ocksa element i B. Pastdendet stimmer alltid.

(c) Péastdendet galler inte alltid (tex om A = {0} och B = {1}). Men
om forledet ar falskt (tex i fallet A = B = {0} sa dr pastaendet sant.
Péstdendet géller ibland.

(d) (AuB)NB=(ANB)U(BNB)=(ANB)Up=ANB=A\B.
S& om exvis A = {0} och B = {1} sa stimmer pastdendet, men om
A = B = {0} sd stimmer det inte. Pastdendet stimmer ibland.

(e) |AUB| = |A| + |B|. Detta pastaendet stimmer endastom AN B =
(till exempel A = {0} och B = {1}), men inte f6r A = B = {0}



3. Datal6sningar AB har fatt i uppdrag att skapa ett system for att hantera
elektroniska patientjournaler till Region Mellanland. Systemet represen-
terar data som ett antal mangder, relationer, och funktioner i en databas,
som bland annat innehaller:

* Mingden patienter P

* Mingden vardinrattningar V/

¢ En funktion f; : P — V som anger vilken vardinréttning en patient
ar inskriven pa.

¢ Mingden av diagnoser D.

¢ En relation R C P x D sadan att (p,d) € R omm patient p har
diagnosen d.

e En funktion f, : P — {0,1,2,3} som for varie patient anger hur
allvarligt dennes tillstand &r (0 dr minst allvarligt, och 3 dr mest all-
varligt) for att kunna prioriteras till exempel pa en akutmotagning.

Ange for varje relation nedan en tolkning vad den betecknar och ange om
den dr: reflexiv, transitiv, symmetrisk, antisymmetrisk, en partialordning,
en ekvivalensrelation.

@ S=A{(p1,p2) € Px P| fi(p1) = fi(p2)}-
(b) T = {(pl,pg) cePxP | dd € D[(pl,d) ERA (pg,d) S R]}

(© U=A{(p1,p2) € Px P| falp1) < fa(p2)}-
(6 podng)

Losning
(a) Relationen S innehaller alla patientpar som har samma vardinrédttning.

e Reflexiv: (p,p) € S eftersom f;(p) = fi(p) forallap € P.

e Transitiv: om f;(p1) = fi(p2) och f;(p2) = fi(ps3), s méste f;(p1) =
fi(ps)

e Symmetrisk: om (p1,p2) € S sé géller fi(p1) = fi(p2), alltsa ar
dven (pa,p1) € S

* Inte antisymmetrisk: Lat p; och p, vara tva olika patienter med
samma vardinrédttning, da géller (p1,p2) € S, men p; # p2

Eftersom S &r reflexiv, transitiv och symmetrisk sa dr S en ekviva-
lensrelation. Eftersom den inte dr antisymmetrisk &r det inte en par-
tialordning.

(b) Relationen 7" innehéller alla patientpar som har samma diagnos.

* Inte reflexiv: Om R = () men p € P sa finns det ingen diagnos
forpoch (p,p) ¢ T



e Inte transitiv: Lat R = {(p1, d1), (p2, d1), (p2,d2), (p3,d2)} da blir

T = {(p1,p2), (p2,p3)}, och eftersom (p1,ps) ¢ T sa géller inte
transitivtet.

e Symmetrisk: om (p1, p2) € T sd finns en diagnos d sd att (p;, d) €
R och (p2,d) € R, alltsa giller ocksa (p2,p1) € T
¢ Inte antisymmetrisk: Lat p; och p, vara tva olika patienter med
samma diagnos, da géller (p1,p2) € T, men py # po
T &r varken en ekvivalensrelation eller partialordning eftersom den
inte ar reflexiv.

(c) Relationen U innehdller patientpar (p1,p2) dér tillstandet for py dr
minst lika allvarligt som for p;

e Reflexiv: (p,p) € S eftersom f,(p) < fo(p) forallap € P.
e Transitiv: om fz (pl) < f7 (pg) och fz' (p2) < fz (pg), sd maste f7 (pl) <
fi(p3)
* Inte symmetrisk: anta att f,(p1) = 0 och f,(p2) = 1 da géller
(p1,p2) € Umen (p2,p1) ¢ U
¢ Inte antisymmetrisk: Lat p; och p, vara tva olika patienter med
lika allvarligt tillstand, da géller (p1, p2) € S, men p; # p2
U éar varken en evikvalensrelation eller partialordning eftersom den
inte dr symmetrisk eller antisymmetrisk.



4. Visa med hjdlp av induktion att 7" — 1 &r jamnt delbart med 6 for alla
heltal n > 1.

5

Losning Vi visar med induktion. Lat P(n) vara pastdendet att 7 — 1 dr
jamnt delbart med 6.

e Bassteget: Vi visar att P(1) géller, dvs att 7' — 1 dr jimnt delbart med
6:71—1=7-1=6.
* Induktionssteget: Anta P(k) fér ndgot k > 1, dvs att 7% — 1 &r jamnt

delbart med 6. D4 finns ett heltal m sadant att 7% — 1 = 6m. Vi ska
nu visa att P(k + 1) géller, dvs att 7**1 — 1 &r jamnt delbart med 6.

TR = 77" 1 = 77" =746 = 7(T"—1)+6 = 7-6m+6 = 6(7m+1)
vilket uppenbart dr jamnt delbart med 6.

Av bassteget, induktionssteget och induktionsprincipen foljer P(n) for
allan >1,sa 7" — 1 dr jamnt delbart med 6 forn = 1,2,3,. ..

5. Lat A och B vara godtyckliga madngder. Avgor om foljande pastdenden
ar sanna eller falska och antingen bevisa eller motbevisa pastaendena
(symbolen \ betecknar mdngddifferens).

@) A\B=DB\A4
(b) (A\B)N(B\A)=10

(4 podang)
Losning

(a) Motbevis: List A= B =(.Dddr A\B=0,men B\ A=0=U.
(b) (A\B)N(B\A)=(ANB)N(BNA)=(ANA)N(BNB)=0N0 =10

6. En enkel tillstindsmaskin (utan sluttillstdnd) kan beskrivas som en fyr-
tupel (X, S, so, T') dédr X &r ett alfabet med mojlig indata, S &r mdngden av
tillstand, s € S dr initialtillstindet, och T : SxX¥ — S dr 6verforingsfunktionen
som for varje tillstdnd och ett indata anger nésta tillstdnd.

(a) Eftersom en funktion ar ett specialfall av en relation, vilket dr en
méngd av par sd kan vi betrakta kardinaliteten av 7', dvs |T'|. Beskriv
|T'| med hjdlp av || och |S].

(b) Lat R C S vara médngden av tillstind som &r ndbara fran initialtill-
standet. Uttryck R med hjdlp av %, S, s,, T

(c) Lat X = {0,1}, och S = {s0, s1}. Ange en majlig funktion T, och rita
upp den resulterande tillstdndsmaskinen.



(5 podng)

Losning En enkel tillstandsmaskin (utan sluttillstand) kan beskrivas som

en fyrtupel (X, S, s,, T') ddr X &r ett alfabet med mojlig indata, S & méngden

av tillstand, sg € S dr initialtillstandet, och 7" : Sx¥ — S &r 6verforingsfunktionen
som for varje tillstdnd och ett indata anger nésta tillstdnd.

(a) T bestar av |S| - |X| element, eftersom den mappar varje mojligt par
av tillstdnd och indata till ett nytt tillstdnd.

(b) Viborjar med att skapa en relation av 7" som dr oberoende av inda-
tat. Lat relationen U = {(s;,s;) € S x S| 3Ja € Z[T(s;,a) = s4]}.
Om vi nu betraktar det transitiva holjet U* sa betecknar det alla
par (s;,s;) dédr s; ar ndbar fran s,. Vi kan nu uttrycka R = {s €
S| (s0,8) € U*}.

(c) Vi kan till exempel lata T' = {(s0,0) — so,(s0,1) — s1,(51,0) —
S0, (81,1) — s1)}, vilket vi kan rita som en tillstdindsmaskin.
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