Tentamen i TDDC75 Diskreta strukturer

2016-10-27: Losningsforslag

1. (a) Sanningstabellen for uttrycket ar:

g|lp|~q|-p|(=pVg) | Vg | (Vg A(pV—g)
oo 1 |1 1 0 0
ol1] 1]o0 1 1 1
1o o1 1 1 1
110l o0 0 1 0

(b) Bevis for (p V q) AN (—\p V —|q) ': -p > q
1) (Ve A(—pV—q) (Premiss)
2 (= pVvgA(-pV-g) (1)ochdubbel negation
B) (p—=g A(—pV-q) (2)ochimplikationslagen
4) (—p—q A(g— —p) (3) och implikationslagen
6) (p+q) (4) och ekvivalenslagen

(c) Vikan visa detta genom att sdtta upp sanningstabellen for
—p <+ q och konstatera att uttrycket i alla tolkningar dr samma som

for (pVq) A (=p V ).

qg|p| p| (pea
00| 1 0
0[1] 0 1
1101 1 1
1011 0 0

2. (a) Falskt. {f1} &ren mdngd ochinteenfilsa {f,} ¢ F.

(b) Sant. For det enda elementi {f1} géller f1 € F,sd {f1} C F. Vidare
géller inte F' C {f1} eftersom fo € F, men fo ¢ {f1}. Alltsd géller
{fi}CF.

(c) Falskt. Fn{fs} = {fs3} och eftersom f1 € {f1, fo} men f; ¢ {f3} sa
stdimmer inte pastaendet.

(d) Falskt. Alla element i 27" &r mangder. Alltsé giller till exempel inte
att f; € 2F.

(e) Tillracklig iformation saknas. 24| = 2/4| = 22 = 4 och |27| = 2!PI
sa for att besvara fragan maste vi undersoka kardinaliteten av B =
F\ {f1, fo}. Vi vet inte hur manga filer som finns pd harddisken,
bara att {f1, f2, f3} C F sd att B = F \ {f1, f2} innehdller minst 1
element, s& 2/5 > 2.



3. Vi visar med induktion. Lat P(n) vara pastdendet att R™ dr symmetrisk
om R &dr symmetrisk.

4.

Bassteget: Vi visar att P(0) géller, dvs att R° & symmetrisk. Av de-
finitionen foljer att RO = id,4 vilken &r symmetrisk eftersom id4 =
{(a,a) | a € A}.

Induktionssteget: Anta P(k) for nagot k > 0. Vi ska dd visa att P(k+
1) géller, dvs att RFT! &r symmetrisk. Om R¥*! = () giller P(k +
1) trivialt, sd vi antar att det finns minst ett par i denna relation.
Betrakta da godtyckligt par (a,c) € R*! = R o RF. D4 giller att
det finns ett element b € A sadant att (a,b) € R* och (b,c) € R. Av
induktionsantagandet vet vi att &ven (b,a) € R* premissen ger att R
ar symmetrisk sd (c,b) € R. Eftersom (b, a) € R¥ och (c,b) € R giller
att (c,a) € R o R = Ro R¥ = RFF1. RF o R = R o R* giller pga
att sammanséttning av relationer &r associativt. Vi utgick ifran ett
godtyckligt par (a,c) € R¥*! och kunde finna (c,a) € R**1, alltsd
gdller detta for alla par i relationen, vilken sdledes dar symmetrisk.

Av bassteget, induktionssteget och induktionsprincipen foljer P(n) for
allan > 0,sa R™ dr symmetrisk for alla n > 0 om R dr symmetrisk.

(a)

(b)

(©

dx(b) = ez’ (b) ddr b € B och ey' betecknar inversen till krypte-
ringsfunktionen.

ex dr alltid injektiv eftersom den har en invers. Om det fanns tva
meddelanden mq,ms € A, m; # my sddana att ex(m1) = ex(ms2)
sa skulle det inte kunna finnas en dekrypteringsfunktion dx som
aterstéller bada till klartext.

Elementen i B maste vara minst 128 bitar eftersom det faktum att ex
ar injektiv implicerar att |A| < |B|. Om e dven &r surjektiv sd dr ey
en bijektion sa | A| = | B| och elementen i B maste vara exakt 128 bitar
langa. Om ek inte &dr surjektiv kan de krypterade meddelandena
vara langre.

5. Anta motsatsen, att B # (. Da maste det finnas minst ett element =
som finns i ndgon av méngderna, men inte den andra. Anta utan be-
graninsning att x € Boch x ¢ C.Déd géller attz € AUB = AUC, dvs
x € Aeller z € C. Men eftersom x ¢ C sa foljer att x € A, och ddrmed
¢ A

P& samma sitt kan vi konstatera att av z € B foljerattz € AUB = AUC.
Men z ¢ C och z ¢ A vilket motséger z € A U C och vart antagande
B # C &r ddarmed falskt.

Av ovanstdende foljer att B = C.



6. (a) Ibland. Betrakta foljande tvd program:

.M e =1
P1: @ b = a
1) a = 1
P2: 2) b = a
B3 a =0

For P1 har vi Tl = (Z), Tg = {(b, (l)}, Ro = Rl = {(a,a), (b, b)}, R =

Ry = {(b,a),(a,a),(b,b)}. R &r en partialordning eftersom den &r

reflexiv, transitiv och anti-symmetrisk.

For P2har vi Ty = 0, To = {(b,a)}, T35 = {(a,b)}, Ry = R; =
{(a,a),(b,b)}, Ry = {(b,a), (a,a), (b,b)} och R = R3 = {(a,b), (b,a), (a,a), (b,d)}.
R dr da inte en partialordning eftersom den inte &dr anti-symmetrisk.

(b) Pastdendet sdger att om (vgq,v) dr med i R s 4r vg = v dvs den
enda variabel som pédverkas av v dr v sjdlvt. Alltsd finns det ingen
tilldelning i programmet dér v forekommer pa hogersidan.

(c) Vikan forst konstatera att E dr en ekvivalensrelation 6ver alla vari-
abler.

¢ Reflexiv eftesom R ir reflexiv (egenskapen bevaras under sym-
metrisk och transitivt holje).

¢ Symmetrisk eftersom den dr skapad som det transitiva holjet av
en symmetrisk relation (se uppgift 3).

* Transitiv eftersom den dr definerad som ett det transitiva holjet
av en annan relation.

Alla variabler som pd nagot sitt kan pdverka varandra hamnar i
samma ekvivalensklass. Om tva variabler (vy,v2) ¢ E innebdr det
att de dr helt oberoende av varandra. Saledes kan programrader som
tilldelar vérden till dessa tva variabler koras oberoende och i god-
tycklig inbordes ordning (obs att eventuella variabler pa hogersidan
med nodvéandighet maste vara i samma ekvivalensklass).

Utokad kommentar (ej forvantat svar): Om en dator har flera kdrnor
eller processorer, s kan programmet delas upp i flera oberoende de-
lar som kors parallellt.

I verkligheten finns fler faktorer att ta hdansyn till och mer avance-
rade metoder for att 16sa detta problem. Risken med ovanstdende
metod &r att alla variabler hamnar i samma ekvivalensklass.



