Tentamen i TDDC75 Diskreta strukturer

2016-08-27: Losningsforslag

1. (@) AnB={3,4,6}n{1,6} = {6}
(b) | 24 |= 23 = 8, eftersom A innehéller 3 element s& innehaller po-
tensméngedn 24: 23 = 8 element

(c) | Ax B |=|A|-|B| = 3-4 = 12, eftersom kardinaliteten av kartesiska
produkten av tvd mdngder dr produkten av kardinaliteten hos de
ingdende médngderna

(d) 2477 = p{123I0(2345) = 9(25) = (9 {2}, {5} {2,5})

(e) AUB =1{1,2,5} U{1,6} = {1,2,5,6}

2. (a) Det reflexiva holjet definieras som R° U R, ddr R" motsvarar iden-
titetsrelationen. I detta fal alltsd ROUR = {(1,1), (2,2), (3, 3), (4,4)}u

{(1,2),(1,4),(2,3),(3,4), (4,4)} = {(1,1),(1,2),(1,4),(2,2),(2,3),(3,3), (3,4), (4, 4)}
(b) Det symmetriska holjet definieras som R U R~!, ddr R~! motsvarar
inversen till R. I detta fall alltsd: RUR™! = {(1,2), (1,4),(2,3), (3,4), (4,4)}u
{(2,1),(4,1),(3,2),(4,3), (4,4)} = {(1,2), (1,4),(2,1),(2,3), (3,2), (3,4), (4, 1), (4,3), (4, 4)}
(c) Det transitiva holjet definieras som R = |, R". Vi soker sdledes
forst R™ for allan > 1:
e R'=R=1{(1,2),(1,4) )
e R?=RoR ={(1,3),(1,4),(2,4),
R} = R?oR ={(1,4),(2,4),(3,4), (4,4)}
R*= R R ={(1,4),(2,4),(3,4),(4,4)} = R®
Alltsd ar R = {(1,4),(2,4),(3,4),(4,4)} for allan > 3
Vikannuseatt R™ =, -, R" ={(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4), (4,4)}
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3. Antag att f : A — Bochg : B — C. Visa eller motbevisa foljande
péstaenden

(@) Om g o f dr surjektiv sa maste f och g vara surjektiva.
Motbevis: Lat A = {0,1},B = {2,3,4},C = {5,6}, och lat f =
{0—~2,1—3},g = {2~ 5,3 6,4 — 6}. Sammanséttningen g o
f ={0~ 5,1+ 6} dr uppenbart surjektiv. Dock ar f i detta exem-
pel inte surjektiv.

(b) Om f och g ar surjektiva sa maste g o f vara surjektiv. Bevis: Lt z
vara godtyckligt element i C. Eftersom g &r surjektiv vet vi att det



existerar ett element y € B sidant att g(y) = z. Dessutom vet vi
att f dr surjektiv, vilket innnebar att det existerar ett element z € A
sadant att f(x) = y. Vi har alltsa visat att for godtyckligt element
z € C sa existerar element © € A och y € B sddana att f(z) = y och
g(y) = z. Alltsd g(f(x)) = (g o f)(z) = %, vilket visar att (g o f) &r
surjektiv.

(c) Om g o f &r injektiv s maste f och g vara injektiva. Motbevis: L&t
A= {0}7B - {1a2}vc = {3}af = {OH 2}79 = {1 3,2 '_>3}
Sammansittningen (go f) = {0 — 3} 4r injektiv, men g &r inte injek-
tiv eftersom ¢(1) = g(2).

4. Visa med hjdlp av induktion att varje heltal n > 2 kan skrivas som en

5.

produkt av primtal.

Bevis:
Paststdende P(n) : alla heltal 2 < z < n kan skrivas som en produkt av
primtal.

Bassteg P(2)
P(2) dr sant eftersom 2 = 2 och 2 &r ett primtal.

Induktionssteg:

Antag att for ndgot heltal k sa galler P(k), det vill sdga att for alla 2 (2 <
x < k),sd kan viskrivax = p; - ps -...p,, dér p; dr primtal. Vi ska nu visa
att P(k + 1). Enligt induktionsantagandet géller att alla 2 < z < k kan
skrivas som produkt av primtal, sa det &terstar bara att visa att k+1 ocksa
kan skrivas som en produkt av primtal. Det finns tva fall att analysera,
antingen dr k + 1 ett primtal eller inte.

Fall 1: k+1 dr ett primtal, i detta fall kan k£ + 1 skrivas som en produkt av
primtal, eftersom talet sjdlvt ar ett primtal.

Fall 2: k+1 dr inte ett primtal, detta betyder att £ + 1 kan skrivas som en
produkt £ +1 = a - b dédr a och b &r positiva heltal 2 < a <k, 2 < b < k.
Men enligt induktionsantagandet kan a och b skrivas som produkter av
primtal, a = p1-...-py,, b=pl,-...-p),. Alltsd kan viskrivak+1=a-b =
Prees Do Pl Py

Alltsa har vi visat att P(k) = P(k + 1). Enligt basfallet och principen om
matematisk induktion géller alltsa P(n) for alla n > 2. VSV

(@) Ja, {X1,...,X;n} kan vara en partition pa X. Lat X = {21, 22}, Y =
{y1, y2} och ndtet vara definierat som (y1,y2) = f(z1,22) = (x1,x2).
Da ar X1 = {.’L’l} och X2 = {ZCQ} Méngden {Xl,XQ} = {{%1}7 {IEQ}}
dr en partition pa X eftersom den bestar av icke-tomma disjunkta
maéngder vars union dr X. Men antag istdllet att f(z1,22) = (x1 A
332,.732>, da ar X1 = {3317372}, och X2 = {xz} sa X1 och Xg ar inte
disjunkta, och {X1, X5} dr dd inte en partition.

®) f(z1,.sxn) = W1y s Ym) = (fr(@1,. s Tn), ooy frn(x1, ldots, xy,))



(¢) Funktionen f : {0,1}" — {0,1}" som beskriver nitet kan vara
en bijektion. Vi vet tva méngder A och B har samma kardinalitet
om och endast om det existerar en bijektion g : A — B. Alltsa
maste |{0,1}"| = [{0, 1}"| gélla for att f ska vara en bijektion, vilket
medfor att n = m. Det enklaste exemplet pd bijektion dr identitets-
funktionen, dvs f(z1,...,2zn) = (T1,... Ty).



